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Посвящается моей маме

The modern world is full of theories which are proliferating at

a wrong level of generality, we’re so good at theorizing, and one

theory spawns another, there’s a whole industry of abstract activity

which people mistake for thinking.

I. Murdoch. The Good Apprentice

Введение

.. Зачем

Приводимые задачи подобраны так, что в процессе их решения

(и обсуждения) читатель увидит, как при решении интересных гео-

метрических проблем, близких к приложениям, естественно возни-

кают различные понятия кривизны, отличающей изучаемую геомет-

рию от «обычной» .

Особенность этого текста –– возможность познакомиться с неко-

торыми мотивировками и идеями дифференциальной геометрии

при сведении к необходимому минимуму ее языка. Я старался да-

вать определения так, чтобы сразу было ясно, что определяемый

объект интересен. А методы вычисления уже интересных (по само-

му их определению) объектов формулировать в виде теорем. (Часто

изучение материала затрудняется тем, что вычислительные форму-

лы преподносятся в виде определений, которые становятся немоти-

вированными.) Вместо абстрактных общих понятий (например,

тензора и ковариантного дифференцирования) рассматриваются

их конкретные используемые в курсе частные случаи, а обобщение

остается в виде задач, которые естественны и легки для читателя,

разобравшегося с частными случаями. Я старался подчеркнуть, что

дифференциальная геометрия –– наука об интересных геометриче-

ских задачах, близких к приложениям, а не о громоздких формулах.

 Тем самым он освоит основы дифференциальной геометрии (в частности,

бо́льшую часть курсов, изучаемых на факультете инноваций и высоких технологий

Московского Физико-технического Института и на механико-математическом фа-

культете Московского Государственного Университета им. М. В. Ломоносова –– кроме

интегрирования дифференциальных форм и основ топологии). Дальнейшие знания

читатель сможет почерпнуть в книгах из списка литературы.
 Изучение «от общего к частному» часто приводит к абсурдному эффекту: сдаю-

щие курс воспроизводят громоздкое определение, но не могут по этому определению

привести ни одного содержательного примера определяемого объекта.



 Введение

(Впрочем, формулы, хоть и более простые, чем во многих учебни-

ках, постепенно появляются при решении задач.)

Простейшие кривизны –– числовые поля, более сложные –– поля

квадратичных форм, а тензор кривизны Римана («это маленькое

чудовище полилинейной алгебры» по словам М. Громова) –– поле

четырехлинейных форм. В этом курсе даются прямые геометриче-

ские определения сначала первых, затем вторых и потом третьего.

Конечно, простейшие кривизны выражаются через более сложные

(и такие выражения часто удобны для вычисления простейших кри-

визн), но определение простых понятий через более сложные затруд-

няет изучение материала.

Ввиду прозрачной геометрической мотивированности изучае-

мых понятий изложение в основном синтетично и бескоординатно.

Несмотря на стремление к ясности и ориентированность на приложе-

ния (а точнее, как раз в силу такого стремления), я старался поддер-

жать достаточно высокий уровень строгости. Например, различаются

параметризованные и непараметризованные кривые и поверхности

(отсутствие их четкого различения мешает начинающим, хотя допу-

стимо и удобно для специалистов; см. также сноску в § .).

Принятый стиль изложения отвечает духу К. Ф. Гаусса (и других

первооткрывателей), много занимавшегося приложениями и превра-

тившего один из разделов географии в данный раздел математики.

Изложение «от простого к сложному» и в форме, близкой к фор-

ме рождения материала, продолжает устную традицию, восходящую

к Лао Цзы и Платону, а в современном преподавании математики

представленную, например, книгами Д. Пойа и журналом «Квант».

По моему мнению, принятый стиль изложения не только сделает

материал более доступным, но позволит сильным студентам (для

которых доступно даже абстрактное изложение) приобрести мате-

матический вкус с тем, чтобы разумно выбирать проблемы для ис-

следования, а также ясно излагать собственные открытия, не скры-

вая ошибок (или известности полученного результата) за чрезмер-

ным формализмом. К сожалению, такое (бессознательное) сокры-

тие ошибки часто происходит с молодыми математиками, воспи-

танными на чрезмерно формальных курсах (происходило и с авто-

ром этих строк; к счастью, почти все мои ошибки исправлялись пе-

ред публикациями).

Чтение этого текста и решение задач потребуют от большинства

читателей усилий (впрочем, некоторые читатели жаловались, что



.. Советы и соглашения 

в нем нет серьезных задач, а есть лишь тривиальные упражнения).

Однако эти усилия будут сполна оправданы тем, что вслед за вели-

кими математиками в процессе изучения интересных геометриче-

ских проблем читатель откроет некоторые основные понятия и тео-

ремы дифференциальной геометрии. Надеюсь, это поможет чита-

телю совершить собственные настолько же полезные открытия (не

обязательно в математике)!

Благодарю А. Иванова, А. Клименко, С. Маркелова, А. Ошемкова,

А. Пляшечника, В. Прасолова, А. Толченникова, Ю. Торхова, Г. Чел-

нокова и всех слушателей (точнее, решателей) курсов за полезные

замечания и обсуждения. Благодарю А. Ошемкова и В. Прасолова за

предоставление тех-файлов их материалов.

.. Советы и соглашения

Для понимания условий и для решения задач достаточно уве-

ренного владения основами анализа функций нескольких перемен-

ных (и, чем дальше, тем больше, основами линейной алгебры). Все

необходимые новые определения приводятся здесь. Кое-где требует-

ся также теорема о существовании и единственности решения диф-

ференциального уравнения.

Важные факты выделены словом «теорема» или «следствие». Ино-

гда подсказками являются соседние задачи; указания даются в конце

каждой темы. Факты, для доказательства которых читателю может

понадобиться литература (или консультация специалиста), приво-

дятся со ссылками. Если условие задачи является формулировкой

утверждения, то в задаче требуется это утверждение доказать.

Рассматриваемые понятия и факты интересны, полезны и нетри-

виальны даже для поверхностей вращения и графиков функций

(в основном в трехмерном пространстве), а также для поверхностей

многогранников. Например, инвариант Дена, с помощью которо-

го была решена -я проблема Гильберта, тесно связан со средней

кривизной поверхности многогранника. Поэтому не приводится

примеров более сложных поверхностей (кроме плоскости Лобачев-

ского в самом конце). Однако для хорошего понимания материала

читателю будет полезно изучить такие примеры [Ra, MF].

Определения даются в предположении, что определяемые объек-

ты (в частности, пределы, производные и интегралы) существуют.

Задачи также формулируются в предположении, что заданные в их

условиях объекты существуют.



 Литература

Заданные в условиях функции предполагаются бесконечно диф-

ференцируемыми, если не оговорено противное. Векторы и вектор-

функции обозначаются обычными (не жирными) буквами без стре-

лочек. Читатель легко отличит их от скаляров по контексту.

Через ·, × и ∧ обозначаются скалярное, векторное и смешанное

(для векторов) или внешнее (для дифференциальных форм) произ-

ведения, соответственно.

Приводимые в § , §  определения кривизн независимы друг от

друга. Поэтому после изучения поверхностей можно сразу изучать

любую из вводимых здесь кривизн (для скалярной, средней и гаус-

совой кривизн необходимо еще понятие площади, для секционной

и римановой –– параллельного переноса, а для риччиевой –– геоде-

зических и экспоненциального отображения). При этом, естествен-

но, задачи о связи изучаемой кривизны с еще не изученными при-

дется отложить на потом. При ссылке на задачу из того же пункта

указывается ее номер (например, «задача d»). При ссылке на за-

дачу из другого пункта указывается ее номер вместе с номером ее

пункта (например, «задача ...d»).
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Глава . Кривизны кривых

.. Кривые

Будем обозначать точкой производную по t, а штрихом произ-

водную по натуральному параметру (когда это понятие появится).

0. Нарисуйте приближенно следующие траектории и кривые на

плоскости или в пространстве. Найдите их уравнения

r(t) = (x(t), y(t)) или r(t) = (r(t),ϕ(t))

в декартовых или полярных координатах на плоскости;

r(t) = (x(t), y(t), z(t)) или

r(t) = (r(t),ϕ(t), z(t)) или

r(t) = (r(t),ϕ(t), θ (t))

в декартовых, цилиндрических или сферических координатах в про-

странстве. Систему координат выберите сами. Все скорости в этой

задаче предполагаются ненулевыми.

() Парабола –– траектория мячика, брошенного со скоростью,

параллельной земле, движущийся под действием силы тяжести (без

учета сопротивления воздуха etc.), или множество точек плоскости,

равноудаленных от данной прямой (директрисы) и данной точки

(фокуса).

(a) Луч OA равномерно вращается вокруг своего неподвижного

начала O с угловой скоростью ω. Точка M равномерно движется по

лучу OA, начиная из точки O, со скоростью v. Описываемая точкой

M траектория называется спиралью Архимеда.

(b) Винтовая линия –– траектория конца стержня длины 2r, рав-

номерно со скоростью v падающего на землю, остающегося парал-

лельным поверхности земли и одновременно вращающегося в гори-

зонтальной плоскости вокруг своей середины равномерно с угловой

скоростью ω.

(c) Колесо радиуса R катится равномерно без проскальзывания

по прямой. Описываемая точкой на ободе колеса траектория назы-

вается циклоидой.

(d) Эллипс –– множество точек плоскости, сумма расстояний от

которых до двух данных точек (фокусов) равна фиксированной ве-

личине d, большей расстояния f между фокусами.



.. Кривые 

(e) По какой траектории движется электрон в постоянном маг-

нитном поле, если начальная скорость электрона не параллельна

и не перпендикулярна напряженности H, где H –– постоянный век-

тор? (Закон Био––Савара––Лапласа движения электрона утверждает,

что r̈= ṙ×H.)

(f) Логарифмическая спираль (или изогональная спираль) –– плос-

кая кривая, касательная в каждой точке X которой образует с векто-

ром OX один и тот же угол α. Здесь O и α –– наперед заданные точка

плоскости и угол.

Интересно, что этот вид спирали часто встречается в природе.

Например, в растущих формах, подобных раковинам моллюсков,

шляпкам подсолнечников, спиралям циклонов и галактик. По этой

кривой бабочка в ночи движется к лампе.

(g)* Цепная линия –– кривая, форму которой под действием силы

тяжести принимает нерастяжимая нить с закрепленными концами.

(h) Кривая Вивиани –– пересечение сферы радиуса R и прямого

кругового цилиндра диаметра R, одна из образующих которого про-

ходит через центр сферы.

(i)* Астроида –– кривая, для которой длина отрезка касательной

в произвольной точке, заключенного между осями координат, по-

стоянна и равна a.

(j) Окружность радиуса R катится без проскальзывания снаружи

по окружности того же радиуса R. Траектория, описываемая точкой

на внешней окружности, называется кардиоидой.

1. Дайте «определение» отображения. Дайте определение рав-

ных отображений, образа множества при отображении, прообраза

множества при отображении, инъекции (т. е. взаимно однозначного

отображения), сюръекции (т. е. отображения на) и биекции (т. е.

взаимно однозначного отображения на, или взаимно однозначного

соответствия).

Пусть D= [a, b] или D= [a,+∞) или D=R.

Параметризованной гладкой регулярной кривой на плоско-

сти называется бесконечно дифференцируемое отображение r : D→
→R2 (или, что то же самое, упорядоченная пара отображений x, y:

D→ R), производная (скорость) ṙ(t) которого ненулевая в любой

точке t∈ [a, b].

Непараметризованной гладкой кривой на плоскости называ-

ется подмножество Π⊂R2, для любой точки P ∈Π которого суще-
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ствует такая ее замкнутая окрестность OP в R3, что Π∩OP является

образом r[0, 1] некоторой инъективной параметризованной глад-

кой регулярной  кривой r : [0, 1]→R2.

Далее прилагательные «гладкая регулярная» и «гладкая» опуска-

ются. (Иногда непараметризованную кривую называют кривой или

траекторией.)

Непараметризованные кривые интересны с точки зрения гео-

метрии. С этой точки зрения параметризованные кривые –– сред-

ство изучения непараметризованных. Кроме того, параметризован-

ные кривые интересны с точки зрения физики.

Параметрическим уравнением или параметризацией непарамет-

ризованной кривой Γ ⊂ R2 называется такая параметризованная

кривая r : D→R2, что Γ= r(D).

2. (a) Приведите пример не взаимно однозначной параметриза-

ции окружности.

(b) Приведите пример двух разных взаимно однозначных пара-

метризаций одной непараметризованной кривой.

(d)* Постройте бесконечно дифференцируемое отображение r:

[−1, 1]→R2, образом которого является прямой угол (т. е. объеди-

нение отрезков 0× [0, 1] и [0, 1]×0).

Длиной параметризованной кривой r : [a, b]→ R2 называется

число

L(r) := sup
�
|A0 A1|+ |A1 A2|+…+ |Am−1 Am|:

m ∈ N, a = a0 ¶ a1 ¶… ¶ am = b, Ak := r(ak)
	

.

3. (a) Длина графика дважды дифференцируемой функции y:

[a, b]→R равна

bÍ

a

Æ
1+ ẏ(t)2 dt.

(b) Теорема. Длина параметризованной кривой r=(x, y): [a, b]→
→R2 равна

L(r) =

bÍ

a

Æ
ẋ(t)2+ ẏ(t)2 dt =

bÍ

a

|ṙ(t)|dt.

 Таким образом, для непараметризованных кривых свойство «регулярности»

включается в понятие «гладкости». Это мотивировано тем, что непараметризован-

ные кривые –– частный случай подмногообразий, а не отображений. Частным случа-

ем отображений являются параметризованные кривые.



.. Кривизна кривых 

4. Вычислите длины параметризованных кривых от r(a) до r(b)

для выбранных Вами параметризаций (укажите параметризацию

явно!)

(a) винтовой линии; (b) параболы;

(c) спирали Архимеда; (d) циклоиды.

5. Найдите формулу для длины параметризованной кривой r:

[a, b]→R2 в

(a) полярных; (b) сферических;

(c) цилиндрических координатах.

Длиной непараметризованной кривой называется длина неко-

торой ее взаимно однозначной параметризации.

6. (a) Если r : R→ R2 –– взаимно однозначная параметризация

параболы y= x2 и r(0)= (0, 0), r(2)= (2, 4), то 0< r−1(1, 1)<2.

(b) Если r1, r2 : [a, b]→ R2 –– взаимно однозначные параметри-

зации одной непараметризованной кривой, то отображение r1r−1
2

:

[a, b]→ [a, b] взаимно однозначно и монотонно.

(с) Теорема. Приведенное определение длины корректно, т. е.

если r1 и r2 –– две взаимно однозначные параметризации одной непа-

раметризованной кривой, то L(r1)= L(r2).

Предостережение: если при доказательстве Вы используете фор-

мулу для длины параметризации, то не забудьте доказать, что отоб-

ражение r1r−1
2

: [a, b]→ [a, b] имеет в каждой точке положительную

производную. Впрочем, проще доказывать по определению длины

параметризованной кривой и используя (b).

Аналогично определяются кривые и их длины в пространстве.

В вышеприведенных определениях и теоремах нужно заменить R2

на R3 (или на Rn).

.. Кривизна кривых

В задачах с явным физическим содержанием следует пренебре-

гать размерами движущихся объектов (т. е. считать их материаль-

ными точками) и т. п.

0. Если велосипедист движется по криволинейной дороге с посто-

янной по модулю скоростью, то в любой точке его ускорение перпен-

дикулярно его скорости (т. е. их скалярное произведение равно нулю).

1. (a) Велотрек имеет форму винтовой линии c параметрами

r=10 м, v=100 м/с и ω=2πc−1, ось которой параллельна поверх-
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ности Земли (см. задачу ...b). Велосипедист едет по ней с по-

стоянной по модулю скоростью и во время движения находится

«со стороны» оси винтовой линии от велотрека. При каком зна-

чении модуля скорости он не оторвется от велотрека в «верхней»

точке велотрека (иными словами, модуль ускорения велосипедиста

в «верхней» точке велотрека равен g)?

Предостережение: уравнение винтовой линии не обязательно

будет уравнением движения велосипедиста.

Предостережение: эта задача не претендует на адекватность ма-

тематической модели и реальной ситуации.

(b) Американская горка имеет форму циклоиды, находящейся

в вертикальной плоскости. Вагончик движется по ней со скоростью

 м/с. При какой высоте циклоиды в ее верхней точке клиент будет

чувствовать невесомость? Почему нереалистичен полученный Вами

ответ?

(c) Автомобиль едет по отрезку спирали Архимеда r=ϕ · 1м со

скоростью 1 м/с, не пересекая реку, т. е. луч ϕ=0. С какой угловой

скоростью вращается берег реки в системе отсчета автомобиля, ко-

гда тот находится в точке с ϕ=π/2?

(d) Дан эллипс с параметрами d=2 и f =1. Найдите радиус со-

прикасающейся окружности в одной из двух точек эллипса, равно-

удаленных от фокусов.

Окружность называется соприкасающейся с кривой в точке A

кривой, если эта окружность лучше всех окружностей приближает

кривую, т. е. если эта окружность проходит через точку A, имеет

общую с кривой касательную в точке A и общее с кривой ускоре-

ние в точке A при натуральной (см. далее) параметризации обеих

кривых.

(Если в некоторой декартовой системе координат дуга окружно-

сти, содержащая точку A, имеет уравнение y= g(x), и дуга кривой,

содержащая точку A, имеет уравнение y = f (x), то условие сопри-

касания равносильно тому, что для некоторого x0 ∈ R выполнено

A= (x0, f (x0))= (x0, g(x0)), f ′(x0)= g′(x0), f ′′(x0)= g′′(x0).)

Скоростью (или производной) параметризованной кривой r =

= (x, y): [a, b]→R2 в точке t∈ [a, b] называется вектор

ṙ(t) = (ẋ(t), ẏ(t)).

Параметризованная кривая называется натуральной, если мо-

дуль ее скорости равен 1 в любой точке. По задаче ...a это эквива-
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лентно тому, что ее длина от 0 до s равна s для любого s. Натураль-

ную параметризованную кривую будем обозначать через σ (а не r).

Ускорением (или второй производной) параметризованной кри-

вой r= (x, y): [a, b]→R2 в точке t∈ [a, b] называется вектор r̈(t)=

= (ẍ(t), ÿ(t)).

2. (a) Для натуральной кривой ускорение перпендикулярно ско-

рости в любой точке.

(b) Найдите натуральную параметризацию винтовой линии в ви-

де σ(s)= (x(s), y(s), z(s)).

(c) То же для циклоиды (t − cos t, sin t), t ∈ [−π/2, π/2], в виде

σ(s)= (x(s), y(s)).

(c′) Существует ли натуральная параметризация циклоиды

(t− cos t, sin t), t∈ [0,π]?

(d) Непараметризованная кривая, имеющая взаимно однознач-

ную регулярную параметризацию, имеет единственную (с точно-

стью до сдвига и симметрии) натуральную параметризацию.

(e) Приведите пример непараметризованной кривой с одной

«точкой самопересечения», имеющей не единственную (даже с точ-

ностью до сдвига и симметрии) натуральную параметризацию.

Рис. . Кривизна кривой

Зафиксируем ориентацию плоскости. Кривизной в точке s0 плос-

кой натуральной параметризованной кривой σ называется число

k(s0), равное по модулю числу |σ′′(s0)| и совпадающее с ним (или

противоположное ему) по знаку, если векторы σ′(s0) и σ′′(s0) об-

разуют положительный (отрицательный) базис. Иными словами,

k(s0) :=σ′(s0)∧σ′′(s0). Кривизной в точке A=σ(s0) непараметри-

зованной кривой Γ с натуральной параметризацией σ называется

число k(A) := k(s0).

3. (a) Кривизна натуральной параметризованной кривой равна

угловой скорости вращения вектора скорости.

(b) Теорема. Кривизна непараметризованной кривой, имеющей

параметризацию r, в точке r(t) равна отношению проекции уско-

рения r̈(t) на прямую, перпендикулярную скорости ṙ(t), к квадрату
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модуля скорости:
k(r(t))=

ṙ∧ r̈

|ṙ|3 =
ẍ ẏ− ẋ ÿ

|ẋ2+ ẏ2|3/2
,

где аргумент t функций в правых частях пропущен.

Два подмножества пространства Rn называются объемлемо изо-

метричными, если между ними существует объемлемая изомет-

рия (движение), т. е. сохраняющее расстояния (в Rn!) отображение

Rn→Rn, переводящее первое подмножество во второе.

4. (a) Теорема. Для любой функции ¯̄k : R→R существует и един-

ственна (с точностью до объемлемой изометрии) плоская натураль-

ная параметризованная кривая σ : R→R2, для которой k(σ(s))= ¯̄k(s).

(b) Следствие. Две плоские несамопересекающиеся непарамет-

ризованные кривые объемлемо изометричны тогда и только тогда,

когда функции кривизны их натуральных параметризаций отли-

чаются сдвигом и, возможно, знаком, т. е. когда существует число

a, для которого либо σ2(s)=σ1(s+ a) при любом s, либо σ2(s)=

=σ1(−s+a) при любом s.

(c) То же, что в (b), для замкнутых кривых.

(d)* Функция ¯̄k : S1→R кривизны замкнутой плоской парамет-

ризованной кривой r : S1→R2 имеет по крайней мере четыре (не-

строгих) экстремума.

(e)* Для любой функции ¯̄k : S1→R, имеющей по крайней мере

четыре (нестрогих) экстремума, существует и единственна (с точ-

ностью до объемлемой изометрии) замкнутая плоская натуральная

параметризованная кривая σ : S1→R2, для которой k(σ(s))= ¯̄k(s).

(f) Какие гладкие плоские несамопересекающиеся кривые N име-

ют следующее свойство: для любых двух точек x, y ∈ N существует

движение плоскости, переводящее x в y, а N в себя? Ср. [Sk].

(g) То же для пространственного случая.

Скорость параметризованной кривой и натуральная параметри-

зация определяются для пространства R3 (или Rn) аналогично слу-

чаю плоскости.

Кривизной в точке s0 пространственной натуральной парамет-

ризованной кривой σ называется число k(s0) := |σ′′(s0)|. Кривизна

пространственной непараметризованной кривой определяется до-

словно так же, как плоской.

Заметим, что кривизна кривой, рассматриваемой как кривая

в плоскости, может отличаться знаком от кривизны той же кривой,

рассматриваемой в пространстве.



.. Кручение пространственных кривых 

5. k(r(t))= |ṙ × r̈|/|ṙ|3 для пространственной параметризован-

ной кривой r : D→R3.

6. Найдите кривизну в точке (1, 1, 1) кривой пересечения по-

верхностей z= xy и y2
+ z2

=2.

.. Кручение пространственных кривых

Угловая скорость вращения плоскости равна угловой скорости

вращения вектора, нормального к этой плоскости. Угловая скорость

вращения вектора a(t) равна

���
� a(t)

|a(t)|
�′

t

���. (Эти фразы можно считать

определениями.)

1. В невесомости мотоциклист едет со скоростью  по винтовой

линии c параметрами r, v и ω (см. задачу ...b). Найдите угло-

вую скорость Ω(t) вращения плоскости колеса (содержащей векто-

ры скорости и ускорения) в зависимости от времени.

Параметризованная кривая r : D→Rm называется бирегулярной,

если векторы ṙ(t) и r̈(t) линейно независимы для любого t. Непара-

метризованная кривая r называется бирегулярной, если она имеет

бирегулярную параметризацию.

2. (a) Приведите пример (гладкой регулярной) непараметризо-

ванной кривой, не являющейся бирегулярной.

(b) Две параметризованные кривые с одинаковым образом би-

регулярны или нет одновременно.

(c) Регулярная непараметризованная кривая бирегулярна тогда

и только тогда, когда ее кривизна отлична от нуля в любой точке.

3. (a) При каких a образ параметризованной кривой r(t) =

= (et, 2e−t, eat) лежит в некоторой плоскости?

(b) Образ параметризованной бирегулярной кривой r лежит в не-

которой плоскости тогда и только тогда, когда ṙ(t)∧ r̈(t)∧ ...
r (t)= 0

для любого t.

Пусть σ –– бирегулярная натуральная параметризованная кри-

вая. В оставшейся части этого пункта производные берутся по ее

параметру s, который всюду опускается. Обозначим через

v := σ′, n := σ′′/|σ′′| и b := v×n

вектора скорости, и главной нормали и бинормали. Они образуют

репер Френе.
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Кручением в точке s0 пространственной бирегулярной нату-

ральной параметризованной кривойσ называется число−b′ ·n. Это

угловая скорость (со знаком) вращения ориентированной сопри-

касающейся плоскости. Соприкасающаяся плоскость –– плоскость,

содержащая векторы скорости σ′= v и ускорения σ′′= kn; она ори-

ентирована репером v, n.

4. (a) Напишите определение кручения непараметризованной

бирегулярной кривой.

(b) Найдите кручение в точке (−1/2,−1/2, 1/4) кривой пересе-

чения поверхностей z= xy и z= (x+1)( y+1).

5. (a) σ′′ 6=0 (т. е. определение вектора нормали корректно).

(b) n′=−kv для плоского случая. Эта формула вместе с форму-

лой v′= kn называются формулами Френе на плоскости.

(e) b′=−cn.

(c) c равно проекции вектора n′ на направленную ось, перпенди-

кулярную векторам скорости и ускорения: c=n′ · (v×n)= v∧n∧n′.
(d) n′=−kv+cb.

Формулы из пп. (d) и (e) вместе с формулой v′= kn называются

формулами Френе в пространстве.

6. (a) c=
σ′∧σ′′∧σ′′′

k2 для бирегулярной натуральной параметри-

зованной кривой σ (аргумент s функций в правой части пропущен).

(b) c(r(t))=
ṙ∧ r̈∧ ...

r

|ṙ× r̈|2 для бирегулярной параметризованной кри-

вой r : D→ R3 (не обязательно натуральной; аргумент t функций

в правой части пропущен).

(c) Теорема. Для любых функций ¯̄k : R→ (0,+∞) и c: R→ R
существует и единственна (с точностью до объемлемой изометрии)

пространственная бирегулярная натуральная параметризованная

кривая σ : R→R3, для которой k(σ(s))= ¯̄k(s) и c(σ(s))=c(s).

(d) Сформулируйте и докажите аналог следствия ...b для про-

странственных кривых.

Указания и решения к некоторым задачам

1.1.0. (f) r′(ϕ)= r(ϕ) ctgα.

1.1.3. (a) Используйте теорему Лагранжа:

y(x2)− y(x1) = y′(θ )(x2− x1).
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Не забудьте аккуратно обосновать переход от супремума к пределу

интегральных сумм.

(b) Используйте теорему Коши:
y(t2)− y(t1)

x(t2)− x(t1)
=

y′(θ)

x ′(θ)
.

1.1.6. (a) Аналогично (b).

(b) Обозначим Γ := r1[a, b]. Для k=1, 2 определим отображение

¯̄rk : [a, b]→ Γ формулой ¯̄rk(t) := rk(t). Так как ¯̄r1 и ¯̄r2 биекции, то

и ¯̄r1¯̄r−1
2

биекция. Так как ¯̄r1 и ¯̄r2 непрерывны (определите, что это

такое! при этом используйте расстояния «по плоскости», а не «по

кривой Γ»), то и ¯̄r1 ¯̄r−1
2

непрерывно (докажите!). Значит, по теоре-

ме о промежуточном значении непрерывной функции r1r−1
2
= ¯̄r1 ¯̄r−1

2

есть монотонная биекция.

1.2.1. (a) Для уравнения винтовой линии из задачи ...b модуль

скорости постоянен.

(b) Можно использовать результат задачи ...c, но искать вто-

рую производную в явном виде громоздко. Лучше сначала доказать

формулу ...b.

(c) См. ...a.

(d) Докажите, что этот радиус равен 1/k, где k –– определенная

ниже кривизна. Для подсчета кривизны докажите формулу ...b.

1.2.2. (с) Пусть уравнение циклоиды r(t)= (t − sin t, cos t). Вы-

числите l(t) :=

tÍ

0

|ṙ(t)|dt. Найдите натуральную параметризацию σ

из уравнения σ(l(t))= r(t).

(c′) Нет.

(d) Пусть r : [a, b]→R2 –– взаимно однозначная параметризация

заданной непараметризованной кривой. Для t ∈ [a, b] обозначим

l(t) :=

tÍ

0

|ṙ(t)|dt. Так как параметризация r(t) регулярная, то функ-

ция l строго монотонна. Докажите, что параметризация σ непара-

метризованной кривой r[a, b] является натуральной тогда и только

тогда, когда σ(l(t))= r(t) для любого t∈ [a, b]. Тогда существование

и единственность натуральной параметризации будут вытекать из

строгой монотонности функции l.

(e) Пример можно построить в виде «восьмерки».

1.2.3. (a) Пустьσ –– наша кривая. Обозначим α(s):=∠(σ′(s), Ox).

Тогда σ′(s)= (cosα(s), sinα(s)). Значит,

σ′′(s) = (− sinα(s), cosα(s))α′(s). Поэтому α′(s) = k(σ(s)).
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(b) В этом решении производные вектор-функции r берутся по

параметру t в точке t, а производные вектор-функции σ берутся по

параметру s в точке l(t) :=

tÍ

0

|ṙ(t)|dt.

Так как |σ′|= 1, то ṙ =σ′|ṙ|. (Интегрируя это соотношение, по-

лучаем σ(l(t))= r(t).) Дифференцируя это соотношение и исполь-

зуя l̇ = |ṙ|, получаем r̈ =σ′′|ṙ|2 +σ′|ṙ|′t. Из этого и σ′′ ⊥ ṙ вытекает

r̈∧ ṙ=σ′′|ṙ|2∧ ṙ=−k|ṙ|3.

1.2.4. (a) Пусть σ –– искомая кривая. Возьмем систему координат

Oxy, для которойσ(0)= (0, 0) и ось Ox сонаправлена сσ′(0). Опреде-

лим функции x, y : R→R равенством σ(s)= (x(s), y(s)). Обозначим

α(s) :=∠(σ′(s), Ox). Тогда σ′(s)= (x′(s), y′(s))= (cosα(s), sinα(s)).

По здаче ...a α′(s)= k(σ(s)). Поэтому для искомая кривая одно-

значно определяется соотношениями

α(s) =

sÍ

0

k(s)ds, x(s) =

sÍ

0

cosα(s)ds и y(s) =

sÍ

0

sinα(s)ds.

1.2.6. Тригонометрическая параметризация удобна для вычис-

лений, а радикальная –– нет.

1.3.1. Если плоскость содержит векторы скорости и ускорения,

то нормальный к ней вектор равен векторному произведению век-

торов скорости и ускорения. Уравнение винтовой линии

r(t) = (r cosωt, r sinωt, vt).

Обозначим ¯̄ω :=
ω
|ṙ(t)| =

ωp
r2ω2+v2

. Тогда уравнение движения мо-

тоцикла

σ(s) = (r cos ¯̄ωs, r sin ¯̄ωs,
vs¯̄ω
ω

).

Находим

σ′(s) =
�

r¯̄ω sin ¯̄ωs, r¯̄ω cos ¯̄ωs,
vs¯̄ω
ω

�
,

σ′′(s) = (−r¯̄ω2 cos ¯̄ωs, r¯̄ω2 sin ¯̄ωs, 0).

Отсюда получаем ответ Ω(t)=
vωp

v2+ r2ω2
.

1.3.2. (a) Прямая.

(b) Условие бирегулярности локальное. Поэтому и ввиду регу-

лярности можно считать, что обе кривые взаимно однозначны (инъ-
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ективны). Замена параметра меняет только касательную составля-

ющую вектора скорости.

1.3.4. (a) Кручением в точке A = σ(s0) непараметризованной

кривой Γ с натуральной параметризацией σ называется число

c(A) :=c(s0). Кручением в точке A пространственной бирегулярной

непараметризованной кривой Γ называется кручение c(0) такой

натуральной параметризации σ кривой Γ, для которой σ(0)= A.

(b) , ибо кривая лежит в плоскости.

1.3.5. (b) Угловая скорость вращения вектора n равна угловой

скорости вращения вектора v, поскольку эти векторы перпендику-

лярны.

(e) Так как |b|=1, то b′⊥ b. Имеем

b′ · v = −(v′×n) · v− (v×n′) · v = 0.

Значит, b′⊥ v. Поэтому b′||n. Отсюда b′= (b′ ·n)n=−cn.

(c) c=−b′ ·n=−(v′×n) ·n− (v×n′) ·n= v∧n∧n′.
(d) Так как |n|=1, то n′⊥n. Поэтому

n′ = (n′ · v)v+ (n′ · b)b = kv+cb по (c).

1.3.6. (b) В этом решении производные функции r берутся по

параметру t в точке t, а производные вектор-функций σ и b берутся

по параметру s в точке l(t) :=

tÍ

0

|ṙ(t)|dt.

Так как плоскости, образованные парами векторов (σ′,σ′′) и

(ṙ, r̈), совпадают, то ṙ × r̈ = νb, где ν := |ṙ × r̈|. Дифференцируя по

t, получаем ṙ× ...
r =νb′|ṙ|+ν ′t b. Умножая скалярно на r̈ и используя

...e, получаем

ṙ∧ r̈∧ ...
r = ν |ṙ|b′ · r̈ = ν |ṙ|cν

|ṙ| = ν2
c.

(с) Для заданных функций ¯̄k и c тройка векторов (v, n, b) од-

нозначно определена ввиду формул Френе v′ = kn, n′ = −kv + cb

и b′=−cn (...de).
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.. Элементы сферической геометрии

1. (a) Человек прошел  километров на юг, потом  километ-

ров на восток и потом  километров на север. В итоге он вернулся

в исходное положение. Найдите все начальные точки, при которых

такое могло быть.

(b) Если все время идти на северо-восток, то куда придешь?

(c) Локсодромия –– траектория путешественника, движущегося

по поверхности Земли (которая считается сферой) все время под

углом α к текущему меридиану. Здесь α –– наперед заданный угол.

Напишите уравнение локсодромии в сферических координатах, ес-

ли широта путешественника возрастает равномерно.

Интересно, что на работе с такими кривыми основана меркато-

ровская картографическая проекция. Ср. с задачей ...f.

Обозначим

S2 := {(x, y, z) | x2
+ y2

+ z2
= 1}.

Расстоянием по сфере между точками сферы называется длина наи-

меньшей дуги большого круга, соединяющей эти точки. Круг и окруж-

ность на сфере определяются аналогично случаю плоскости (через

расстояние по сфере).

Стереографической проекцией называется отображение из S2 −
− {(0, 0, 1)} в плоскость z=0, являющееся центральной проекцией

из точки (0, 0, 1).

2. (a) При стереографической проекции окружности переходят

в окружности.

(b) В какую точку плоскости переходит при стереографической

проекции центр той сферической окружности, которая переходит

в окружность x2
+ ( y−2)2

=1 при стереографической проекции?

3. (a) Грузы масс m1, m2 на сфере соединены невесомым отрез-

ком сферической прямой. В какой точке надо закрепить этот отре-

зок, чтобы полученные «весы» находились в равновесии? Грузы при-

тягиваются к центру сферы с силами, пропорциональными массам.

(b)* Определите центр масс системы n точек на сфере и докажи-

те теорему о группировке (начните с n=3).
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Из произвольной точки M , лежащей внутри данного трехгранно-

го угла OABC, опустим перпендикуляры MA1, MB1 и MC1 на грани

OBC, OAC и OAB, соответственно. Двойственным (или полярным)

к трехгранному углу OABC называется трехгранный угол MA1B1C1

с вершиной M .

4. (a) Длина окружности радиуса R на сфере равна 2π sin R.

(b) Любой трехгранный угол является двойственным к своему

двойственному, т. е. двукратное применение операции построения

двойственного угла приводит к исходному трехгранному углу.

(c) Если все двугранные углы трехгранного угла прямые, то и все

плоские углы тоже прямые.

(d) Выразите плоские углы двойственного угла через двугранные

углы исходного и наоборот.

5. (a) Выполнены ли три признака равенства треугольников для

сферических треугольников?

(b) Сферические треугольники равны «по трем углам».

(c) Если в сферическом треугольнике две стороны равны, то рав-

ны и противолежащие им углы (и обратно).

Стороны и противолежащие им углы сферического треугольника

обозначаются α, β , γ и A, B, C соответственно. Там, где это осмыс-

ленно, нужно выяснить и доказать, в какое утверждение плоской

евклидовой геометрии переходит доказываемая теорема в пределе

при α2
+β2

+γ2→0.

6. (a) α+β ¾γ; (b) α¾ |β −γ|; (c) α+β+γ¶2π;

(A) π+C¾ A+ B; (B) C+ |A− B|¶π; (C) A+ B+C¾π.

7. Сумма углов, образованных диагональю прямоугольного па-

раллелепипеда с его ребрами, меньше π.

8. (a) В тетраэдре SABC все углы при вершине C прямые, а∠BSC=

=∠ASC=
π
4

. Найдите ∠ASB и ∠(CBS, ABS).

(b) Прямоугольный треугольник. Если C=
π
2

, то cosγ= cosα cosβ

(теорема Пифагора для сферы), sinα= sinγ sin A, tgα= tgγ cos B=

= tg A sinβ , cos B= sin A cosβ .

(c) Теорема синусов.
sinα
sin A

=
sinβ

sin B
=

sinγ

sin C
.

(d) Первая теорема косинусов. cosα= cosβ cosγ+ sinβ sinγ cos A.

(e) Вторая теорема косинусов. cos A=− cos B cos C+sin B sin C cosα.

(f)* Если a, b, c углы между ребрами трехгранного угла и проти-

воположными гранями, то sinα sin a= sinβ sin b= sinγ sin c.
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9. В правильной n-угольной пирамиде (двугранный) угол при

боковом ребре равен ϕ. Найдите:

(α) угол α при ребре основания;

(β) плоский угол β при вершине;

(γ)* угол γ между боковым ребром и основанием.

10. В правильной -угольной пирамиде угол при боковом ребре

равен ϕ. Найдите углы между каждой парой граней.

11. Если AL биссектриса сферического треугольника ABC, то
sin BL

sin BA
=

sin CL

sin CA
.

12. В любом сферическом треугольнике в одной точке пересека-

ются:

(a) биссектрисы (т. е. существует вписанная окружность);

(b) срединные перпендикуляры к сторонам (т. е. существует опи-

санная окружность);

(c) медианы; (d) высоты.

13. Высоты в любом сферическом треугольнике существуют. Все-

гда ли каждая высота единственна? В связи с этим: всегда ли и в каком

смысле справедливо утверждение пункта (d) предыдущей задачи?

14. Сформулируйте и докажите сферические аналоги

(a) критериев вписанности и описанности четырехугольников.

(b) теорем Чевы и Менелая.

15*. Решите систему:

ctg x ctg y−5 =
cos z

sin x sin y
; ctg y ctg z+11 =

cos x
sin y sin z

;

ctg z ctg y+7 =
cos y

sin x sin z
.

.. Определение и примеры поверхностей

Под (непараметризованной) поверхностью далее можно понимать

поверхность вращения (графика бесконечно дифференцируемой по-

ложительной функции f : R→R) или график (бесконечно дифферен-

цируемой функции f : R2→R). Приведем более общее определение.

Производной отображения f : R2→R3 (т. е. упорядоченной трой-

ки отображений x, y, z : R2→R) в точке x0∈R2 называется линейное

отображение A : R2→R3 такое, что f (x)= f (x0)+Ax+o(x) при x→ x0.

Производная задается парой векторов ru(u, v), rv(u, v) частных произ-

водных вектор-функции r по u и по v, или скалярной 2×3-матрицей

частных производных компонент вектор-функции r по u и по v.
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Обозначим через D декартово произведение интервалов (конеч-

ных или бесконечных) на прямой.

Гладкой регулярной параметризованной поверхностью на-

зывается бесконечно дифференцируемое отображение r : D→ R3,

производная которого невырождена в любой точке (т. е. пара векто-

ров ru(u, v), rv(u, v) линейно независима или 2×3-матрица частных

производных невырождена при любых (u, v)∈D). В точках границы

одна или обе частные производные берутся односторонними.

Далее слова гладкая регулярная опускаются.

Гладкой непараметризованной поверхностью называется под-

множество Π⊂R3, для любой точки P ∈Π которого существует та-

кая ее замкнутая окрестность OP в R3, что Π∩OP является образом

r([0, 1]2) инъективной параметризованной поверхности r : [0, 1]2→
→R3. Далее слова гладкая непараметризованная опускаются.

Ср. со сноской в § ..

Параметрическим уравнением или параметризацией поверхности

Π⊂R3 называется такая параметризованная поверхность r : D→R3,

что r(D)=Π.

Системой координат с координатным пространством D на по-

верхности Π⊂R3 называется такая инъективная параметризован-

ная поверхность r : D→R3, что r(D)⊂Π.

1. Нарисуйте следующие подмножества в R3. Докажите, что они

являются поверхностями.

(a) Квадрат со стороной a на плоскости.

(b) Боковая поверхность прямого кругового цилиндра радиуса R

и высоты h (рис. ).

Рис. . Тор, лента Мебиуса и цилиндр

(c) Боковая поверхность прямого кругового усеченного конуса

с радиусами оснований R, r и высотой h.

(d) Сфера радиуса R.

(e) Неформально, тор –– поверхность бублика, рис.  слева. Фор-

мально, стандартным тором с радиусами R и r называется фигу-
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ра, образованная вращением окружности (x−R)2
+ y2

= r2 вокруг

оси Oy. Эта фигура получена из (двумерного) квадрата склейкой пар

его противоположных сторон «с одинаковыми направлениями», т. е.

без поворота.

(f) Стандартной лентой Мебиуса называется поверхность в R3,

заметаемая стержнем длины 2, равномерно вращающимся относи-

тельно своего центра, при равномерном движении этого центра по

окружности радиуса 9, при котором стержень делает пол-оборота,

рис. . Эта фигура получена из длинной прямоугольной полоски

склейкой двух ее противоположных сторон «с противоположным

направлением», т. е. с поворотом на 180◦.
(h) Поверхность вращения графика бесконечно дифференциру-

емой положительной функции f : R→R.

(i) Седлообразная поверхность (гиперболический параболоид)

z= xy.

(j) Двуполостный гиперболоид z2
= x2

+ y2
+1.

(k) Однополостный гиперболоид z2
= x2

+ y2−1.

(l) График бесконечно дифференцируемой функции f : D→R.

(m) Прообраз нуля при бесконечно дифференцируемой функции

f : R3→R, производная (=градиент) которой ненулевая в каждой

точке.

2. (a) Прямая движется поступательно с постоянной скоростью,

пересекая другую прямую под прямым углом, и одновременно рав-

номерно вращается вокруг этой прямой. Поверхность, которую опи-

сывает движущаяся прямая, называется прямым геликоидом. Со-

ставьте ее уравнение. Везде ли это регулярная поверхность?

(b) Рассмотрим две параболы A(t)= (1, t, t2) и B(t)= (−1,−t, t2).

Напишите параметрическое уравнение поверхности, заметаемой

прямой A(t)B(t).

(с) Напишите неявное уравнение поверхности из (b).

(d) Составьте уравнение поверхности, образованной главными

нормалями (т. е., векторами ускорений при равномерном движе-

нии) винтовой линии.

(e) Пусть k > 0 и γ : [0, 1]→ R3 –– параметризованная кривая,

кривизна которой в любой точке не меньше k. Через каждую точку

кривой проведена нормальная плоскость, и в этой плоскости по-

строена окружность с центром на кривой и заданным радиусом R,

причем 0<R<1/k. «Трубкообразная» поверхность, заметаемая эти-



.. Определение и примеры поверхностей 

ми окружностями в пространстве называется трубкой или канало-

вой поверхностью. Напишите ее уравнение.

(f) Любая нормаль к трубке пересекает образ кривой γ и перпен-

дикулярна вектору скорости этой кривой.

3*. На круговом торе вращения, кроме параллелей и меридиа-

нов, являющихся плоскими окружностями, существует еще два се-

мейства плоских окружностей, называемых окружностями Вилар-

со. Они получаются пересечением тора его касательной плоскостью,

касающейся тора в двух точках. Напишите уравнения этих окруж-

ностей. Проверьте, что все они имеют один и тот же радиус и пе-

ресекают все параллели тора под постоянным углом. (Углом меж-

ду пересекающимися непараметризованными кривыми в их общей

точке называется угол между их касательными в этой точке.)

Поверхности произвольной размерности в евклидовом простран-

стве Rm размерности m определяются аналогично. Они называются

также гладкими подмногообразиями в Rm.

4. (a) Любая поверхность в R3 становится поверхностью в R4,

если рассмотреть R3 как подмножество в R4.

(b) Рассмотрим в R4 окружность x2
+ y2

=1 и семейство ее нор-

мальных трехмерных плоскостей. Бутылкой Клейна (стандартной)

K называется поверхность в R4, заметаемая окружностью ω, центр

которой равномерно описывает окружность x2
+ y2

= 1, а окруж-

ностьω в то же время равномерно поворачивается на угол π (пово-

рачивается в движущейся нормальной трехмерной плоскости отно-

сительно своего диаметра, движущегося вместе с нормальной трех-

мерной плоскостью). Эта фигура получена из прямоугольной полос-

ки такой склейкой ее пар противоположных сторон, при которой

одна пара склеивается «с одинаковым направлением», а другая «с

противоположным направлением».

(c) Образ отображения S2→R4, заданного формулой (x, y, z) 7→
7→ (x2, xy, yz, zx), является поверхностью.

5. Не являются поверхностями ни объединение двух (или трех)

координатных плоскостей в R3, ни конус z2
= x2

+ y2 в R3.

6. Пусть f : Rn→ R –– гладкая функция и grad f (x) 6= 0 для всех

точек x∈ f −1(0). Тогда

(a) f −1(0) –– гладкое подмногообразие в Rn.

(b) Это подмногообразие ориентируемо (т. е. коориентируемо,

см. § .).
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7. Докажите, что следующие множества матриц являются под-

многообразиями в множестве Rn2

всех матриц размера n×n:

(а) GL(n,R)={вещественные n×n-матрицы A : det A 6=0}.

(b) SL(n,R)={вещественные n×n-матрицы A : det A=1}.

(c) SO(n)={вещественные n×n-матрицы A : AAT
=E, det A=1},

где E=

�
1 0
0 1

�
.

(d) SU(2)={комплексные 2×2-матрицы A : A¯̄AT
= E}.

(e) SO(1, 1)={вещественные 2×2-матрицы A : AIAT
= I}, где I=

=

�
1 0
0 −1

�
.

Для каждого из этих многообразий найти размерность, число ком-

понент связности, а также выяснить является ли оно ограниченным.

.. Длины кривых на поверхностях и изометрии

1. (a) Найдите формулу для длины параметризованной сфериче-

ской кривой γ : [a, b]→S2 в сферических координатах ϕ, θ .

(b) То же в декартовых координатах x, y.

(c) То же в стереографических координатах: паре чисел (p, q)

соответствует точка сферы, которая переходит в точку (p, q, 0) при

центральной проекции из точки (0, 0, 1).

(d)* То же в меркаторовских координатах, которые определяют-

ся так. На карте вводятся прямоугольные координаты (u, v) такие,

что любая прямая на карте соответствует локсодромии (т. е. линии

постоянного азимута –– фиксированного положения стрелки компа-

са) на поверхности земного шара.

2. Выразите длину кривой [a, b]
(u,v)→ R2 r→R3 через функции u и v

(в формуле можно использовать не только алгебраические выраже-

ния, но производные и интегралы) для

(a) r(u, v)= (cos u, sin u, v) –– цилиндр с цилиндрической систе-

мой координат.

(b) r(u, v)= (v cos u, v sin u, v) –– конус с конической системой ко-

ординат.

(с) r(u, v)= ((2+ cos v) cos u, (2+ cos v) sin u, sin v) –– тор с тори-

ческой системой координат.

(d) r(u, v)=( f (v) cos u, f (v) sin u, h(v)) –– поверхность вращения.

3. Теорема. Длина кривой [a, b]
(u,v)→ R2 r→R3 равна

bÍ

a

q
r2
u

(u′
t
)2+2ru · rv u′

t
v′

t
+ r2

v
(v′

t
)2 dt.



.. Длины кривых на поверхностях и изометрии 

В этой формуле пропущены аргументы t функций u, v, u′
t
, v′

t
; ru =

= ru(u(t), v(t)) и аналогично для rv .

Углом между пересекающимися параметризованными кривыми

в их общей точке называется угол между их касательными в этой

точке.

4. (a) Угол между параметризованными кривыми не зависит от

их параметризации.

(b) Найдите угол между r-образами кривых v=u+1 и v=3−u

для r(u, v)= (v cos u, v sin u, v2) (r-образом области D является часть

параболоида z= x2
+ y2).

Напомним, что два подмножества пространства Rn называются

объемлемо изометричными, если между ними существует объемле-

мая изометрия (движение), т. е. сохраняющее расстояния (в Rn!)

отображение Rn→Rn, переводящее первое во второе.

Две (непараметризованные) поверхности называются внутренне

изометричными, если между ними существует внутренняя изомет-

рия, т. е. отображение одной в другую, сохраняющее длины всех

кривых.

Большая часть дальнейшего материала мотивирована следую-

щими двумя проблемами: определить, являются ли данные (непа-

раметризованные) поверхности

• внутренне изометричными?

• объемлемо изометричными?

5. (a) Прямоугольник на плоскости внутренне изометричен неко-

торой части любого такого цилиндра, у которого диаметр больше

стороны прямоугольника.

(a′) Прямоугольник на плоскости внутренне изометричен неко-

торой части прямого кругового конуса.

(b) Единичный квадрат на плоскости внутренне изометричен

некоторой части тора, задаваемого в R4 уравнениями x2
1
+ x2

2
=

= x2
3
+ x2

4
=1.

(c) Прямоугольник на плоскости не является объемлемо изомет-

ричным никакой части никакого цилиндра.

6. (a) Сфера и плоскость не являются внутренне изометричными.

(b) Никакой круг на плоскости не является внутренне изомет-

ричным никакой части сферы.

(c) Никакой круг на сфере одного радиуса не является внутренне

изометричным никакой части сферы другого радиуса.



 Глава . Элементы геометрии поверхностей

.. Площадь поверхности

Площадью называется отображение S из семейства всех дву-

мерных поверхностей в луч [0,+∞), для которого выполнены сле-

дующие условия.

(аддитивность) Если Π,Π′ и Π∪Π′ поверхности, причем Π∩Π′
является объединением не более чем счетного семейства кривых, то

S(Π∪Π′)=S(Π)+S(Π′).

(монотонность) Если f : Π→ f (Π) –– не увеличивающее длины

кривых отображение между поверхностями, то S( f (Π))¶S(Π).

(нормировка) Площадь единичного квадрата на плоскости рав-

на 1.

Теорема о площади. Такое отображение существует и един-

ственно.

В следующих задачах  (кроме bd) можно пользоваться суще-

ствованием из теоремы о площади (а также аналогичной теоре-

мой и всеми другими результатами для площадей плоских фигур).

В предположении существования можно найти площадь произволь-

ной поверхности и этим доказать единственность. Далее, не исполь-

зуя предположение о существовании, можно проверить выполнение

свойств площади для найденного отображения S и этим доказать

существование.

1. Внутренняя изометрия сохраняет площади.

2. (a) Площадь сферического двуугольника с углом α и диамет-

рально противоположными вершинами равна 2α.

(b) Теорема. Площадь сферического треугольника с углами α, β

и γ равна α+β+γ−π.

(c) Теорема. Площадь сферического многоугольника с углами

α1, …αn равна α1+…+αn− (n−2)π.

3. (a) Площадь круга радиуса R на сфере равна 2π(1− cos R).

(b) Площадь поверхности, образованной вращением графика

функции f : [a, b]→ [0,+∞) вокруг оси Ox, равна

2π

bÍ

a

f (x)
Æ

1+ f ′(x)2 dx.

(c) Первая теорема Гюльдена. Если поверхность образована вра-

щением вокруг оси некоторой линии, лежащей в одной плоскости

 Решения задач из этой темы особенно полезно проверить с преподавателем.



.. Геодезические 

с осью и целиком по одну сторону от оси, то площадь поверхности

равна произведению длины линии на длину окружности, описан-

ной центром тяжести линии.

(d) Вторая теорема Гюльдена. Если тело образовано вращением

вокруг оси некоторой плоской фигуры, лежащей в одной плоскости

с осью и целиком по одну сторону от оси, то объем этого тела равен

произведению площади фигуры на длину окружности, описанной

центром тяжести фигуры.

4. (a)* Теорема. Площадь элементарной непараметризованной

поверхности r(D) равна S(r(D))=
ÍÍ

D

|ru× rv |du dv [Ra].

(b) Докажите без использования теоремы о площади, что преды-

дущее выражение не зависит от выбора параметризации r.

(c) Докажите единственность в теореме о площади (предполагая

существование).

(d)* Докажите существование в теореме о площади (не предпо-

лагая единственности!). Для проверки монотонности полезно поня-

тие римановой метрики (§ .) [Gr].

(e) Найдите площадь пересечения цилиндра x2
+ y2¶1 и гипер-

болоида z= xy.

Аналогично площади двумерных поверхностей определяется

n-мерный объем n-мерных поверхностей. Аналогично двумерному

случаю доказывается теорема о существовании и единственности

n-мерного объема, а также следующий результат:

n-мерный объем элементарной непараметризованной поверхно-

сти r : D→Rm равен

V(r(D)) =

Í
…
Í

D

|ru1
∧…∧ run

|du1… dun.

Здесь |ru1
∧…∧ run

| –– n-мерный объем n-мерного параллелепипеда,

натянутого на векторы ru1
, …, run

.

.. Геодезические

Расстоянием по поверхности Π между точкам P, X ∈Π называет-

ся инфимум |P, X | длин кривых на этой поверхности, соединяющих

P и X .

Ясно, что внутренняя изометрия сохраняет расстояния по по-

верхности. Обратное (т. е. то, что отображение, сохраняющее рас-
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стояния по поверхности, сохраняет длины всех кривых на поверх-

ности) доказано ниже с использованием римановой метрики (тео-

рема ..).

Непараметризованная кривая Γ на поверхности Π называется

геодезической на поверхности Π, если она локально кратчай-

шая, т. е. если любая точка x ∈Γ имеет такую окрестность U в по-

верхности, что расстояние по поверхности между любыми точками

y1, y2∈U ∩Γ равно длине отрезка кривой Γ от y1 до y2.

0. В этой задаче рассматриваются геодезические на поверхно-

стях многогранников. Их определение аналогично.

(a) Нарисуйте на кубе геодезическую, соединяющую его проти-

воположные вершины.

(b) Нарисуйте геодезическую на прямоугольном параллелепипе-

де a× b× c, соединяющую середины параллельных ребер, не лежа-

щих в одной грани.

(c) Сумма плоских углов выпуклого многогранного угла не пре-

восходит 2π.

(d) Геодезическая на поверхности выпуклого многогранника не

проходит через его вершины (т. е. может в них только начинаться

или заканчиваться) и проходит через ребра по закону «угол падения

равен углу отражения».

1. (a) Кратчайшая кривая, соединяющая заданные две точки, яв-

ляется геодезической.

(b) Геодезическая не обязательно является кратчайшей.

(c)* Любые две точки компактной поверхности можно соеди-

нить кратчайшей кривой

(d)* Для любой компактной поверхности существует такое ǫ>0,

что любая геодезическая длины менее ǫ является кратчайшей.

(e) Найдите уравнение (в декартовых координатах в R3) хотя бы

одной геодезической на поверхности z= xy.

Касательной плоскостью TP=TPΠ к поверхности Π в точке P∈Π
называется образ плоскости R2 при производной в точке r−1(P) для

некоторого отображения r : D→R3 из определения поверхности.

2. (a) Этот образ есть плоскость, проходящая через P и содержа-

щая векторы ru(r−1(P)) и rv(r−1(P)).

(b) Это определение корректно, т. е. не зависит от выбора отоб-

ражения r.
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3. (a) Внутренняя изометрия переводит геодезические в геоде-

зические.

(b)* Теорема. Образ параметризованной кривой γ : [a, b]→ Π
с постоянной по модулю скоростью является геодезической на по-

верхности Π тогда и только тогда, когда γ′′(t)⊥Tγ(t)Π для любого t

(т. е. когда вектор ускорения γ′′(t) перпендикулярен плоскости, ка-

сательной к поверхности в точке γ(t) для любого t).

Эвристическое пояснение к прямому доказательству части «толь-

ко тогда». Пусть, напротив, γ′′(t) не перпендикулярно поверхности

в некоторой точке t. Тогда проекция кривой γ на касательную плос-

кость в точке γ(t) имеет ненулевую кривизну. Значит, эту проекцию

можно «спрямить». Тогда и исходную кривую можно «спрямить».

Доказательство получается из уравнения Эйлера––Лагранжа для

функционала длины или его квадрата [Ra].

(c)* При движении по геодезической правое и левое колеса уз-

кого автомобиля проделают одинаковый путь с точностью до малых

порядка квадрата ширины автомобиля. (Это следует из минималь-

ности геодезических.)

(d)* Нарисуем на яйце (гладкой поверхности, лежащей по одну

сторону от любой касательной плоскости и пересекающей эту плос-

кость ровно в одной точке; например, поверхности вращения гра-

фика выпуклой функции) произвольную кривую. Прокатим яйцо по

плоскости (без вращения) вдоль этой кривой. Кривая на яйце являет-

ся геодезической тогда и только тогда, когда соответствующая кривая

на плоскости является прямой. (Это следует из предыдущего пункта.)

Параметризованная кривая γ : [a, b]→Π называется параметри-

зованной геодезической на поверхности Π, если γ′′(t)⊥Tγ(t)Π для лю-

бого t. (Иными словами, если для муравья, живущего в поверхности

и не видящего объемлемого пространства и нормальных составляю-

щих векторов, вектор ускорения нулевой, т. е., скорость «постоянна».)

Теорема b означает, что непараметризованная кривая на по-

верхности является геодезической тогда и только тогда, когда она

имеет параметризацию, являющуюся параметризованной геодези-

ческой. В дальнейших задачах этой теоремой можно пользоваться

без доказательства.

Ясно, что параметризованная геодезическая имеет постоянную

по модулю скорость. (От величины постоянного модуля скорости

свойство параметризованной кривой быть параметризованной гео-
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дезической не зависит.) В дальнейшем на геодезических рассматри-

ваются параметризации с постоянной по модулю скоростью, и под

геодезической понимается либо геодезическая, либо параметризо-

ванная геодезическая (возникающие шероховатости формулировок

решатель легко исправит).

4. (a) Прямая на поверхности –– геодезическая.

(b) Меридиан поверхности вращения –– геодезическая.

(c) Параллель поверхности вращения является геодезической то-

гда и только тогда, когда касательная к меридиану в ее точках па-

раллельна оси вращения.

(d)* Кривая, являющаяся связной компонентой множества непо-

движных точек некоторой изометрии поверхности, является геоде-

зической.

5. Найдите все геодезические на поверхностях из задач ...abcd.

(Для (a, b, d) нужен «явный» ответ, для (c) –– уравнение.)

6. Теорема (Клеро). Для параметризованной геодезической γ:

R→Π на поверхности вращения Π величина r(t) sin∠(γ′(t), m(t))

не зависит от t. Здесь r –– расстояние до оси вращения и m –– мери-

диан.

.. Уравнение геодезических

и экспоненциальное отображение

0. Напишите уравнение параметризованных геодезических на

поверхности z= xy (в выбранной Вами системе координат на этой

поверхности).

1. Пусть x1, x2 : R→R и γ= r(x1, x2) –– параметризованная кри-

вая на параметризованной поверхности r : D→R3. Будем далее про-

пускать аргумент (x1(t), x2(t)) у функции r и ее частных производ-

ных, а также обозначать штрихом дифференцирование по t, а ин-

дексами у r (но не у Γ и g) –– частное дифференцирование по со-

ответствующей переменной (решателю будет полезно первое время

кроме индексов писать еще штрихи).

(a) Кривая γ является параметризованной геодезической тогда

и только тогда, когда γ′′ · r1=γ
′′ · r2=0 для любого t.

(b) γ′= r1 x′
1
+ r2 x′

2
–– вектор скорости кривой γ в точке r(x1, x2).

(c) γ′′= x′′
1

r1+ x′
1
r′
1
+ x′′

2
r2+ x′

2
r′
2
.

(d) r′
1
= r11 x′

1
+ r12 x′

2
.
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(e) Теорема. Уравнение параметризованной геодезической (на

функции x1 и x2 через данную функцию r)
¨
−x′′

1
= Γ

1
11

(x′
1
)2
+ (Γ1

21
+Γ

1
12

)x′
1

x′
2
+Γ

1
22

(x′
2
)2,

−x′′
2
= Γ

2
11

(x′
1
)2
+ (Γ2

21
+Γ

2
12

)x′
1

x′
2
+Γ

2
22

(x′
2
)2

или x′′
k
+
∑
i, j

Γ
k
ij

x′
i
x′

j
=0, где

gij = ri · rj и Γ
k
ij

:=
g3−k,3−k rk · rij − gk,3−k r3−k · rij

det g

–– символы Кристоффеля.

2. (a) Следствие. Через каждую точку в каждом направлении на

поверхности проходит ровно одна геодезическая.

(b) Вычислите символы Кристоффеля для сферической системы

координат на сфере.

Круг и окружность на поверхности определяются аналогично

случаю плоскости (через расстояние по поверхности).

3. (a) Окружность достаточно малого радиуса на поверхности

является кривой (значит, ее длина определена).

(b) Круг достаточно малого радиуса на поверхности является по-

верхностью (значит, его площадь определена).

(с) Обозначим через SΠ,P (R) площадь круга на Π радиуса R с цен-

тром в точке P∈Π, а через LΠ,P(R) длину окружности на Π радиуса R

с центром в точке P∈Π. Тогда LΠ,P(R)=S′
Π,P

(R).

Рис. . Экспоненциальное отображение и квадратичная форма Риччи
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Далее в этом пункте Π⊂Rm –– поверхность размерности n.

Для P ∈Π определим (геодезическое) экспоненциальное отобра-

жение

exp = exp P : X → Π формулой exp(a) := γP,a(1),

где γP,a : [−1, 1]→Π –– та геодезическая, для которой γP,a(0)= P и

γ′
P,a

(0)= a. Здесь X ⊂ TP –– множество тех векторов a, для которых

определено γP,a(1).

Для n=1 экспоненциальное отображение является натуральной

параметризацией.

4. (a) Для единичной сферы S2 при экспоненциальном отобра-

жении T(1,0,0)→S2 полярные координаты переходят в сферические:

exp(1, θ cosϕ, θ sinϕ) = (cosθ ′, sinθ ′ cosϕ, sinθ ′ sinϕ),

где θ ′ :=
π
2
−θ .

(b) Обобщите этот результат для поверхностей вращения.

5. (a) Прямая, проходящая через P, переходит при экспоненци-

альном отображении expP в геодезическую.

(b) Верно ли, что для любой поверхности и точки на ней образ

любой прямой при экспоненциальном отображении является геоде-

зической?

(c) Образом шара (в TP) радиуса R с центром в P при экспоненци-

альном отображении expP является шар (на поверхности) радиуса R.

(d) Верно ли, что для любой поверхности и точки на ней образ

любого шара при экспоненциальном отображении является шаром?

.. Параллельный перенос

Все знают, что такое параллельный перенос на плоскости. Мож-

но определить параллельный перенос и на искривленной поверхно-

сти. Более того, это определение необходимо для решения интерес-

ных задач из географии и физики.

Начнем с поверхности многогранника. (Заметим, что она не

является поверхностью в смысле определения, принятого в данной

книге.) Рассмотрим две соседние грани данного многогранника.

Если повернуть плоскость одной из них вокруг их общего ребра,

то она совместится с плоскостью другой грани на рис. . Этот пово-

рот можно рассматривать как перекатывание многогранника с одной

грани на другую через его ребро. Если на первой грани нарисовать
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вектор, то после поворота он отпечатается на плоскости второй гра-

ни. Такой перенос вектора с одной грани на другую называется па-

раллельным переносом вектора через ребро на рис. .

Рис. . Поворот плоскости Рис. . Параллельный перенос

векторов через ребра куба

1. (a) Если замкнутая ломаная на выпуклом многограннике не со-

держит вершин и ограничивает область, сумма плоских углов в вер-

шинах которой равна S, то после параллельного переноса вдоль этой

ломаной вектор повернется на угол −S.

Здесь поверхность многогранника ориентирована, имеется в ви-

ду ориентированный угол на ориентированной поверхности и ло-

маная направлена так, что ее направление вместе с нормальным

к ребру ломаной вектором, касающимся грани многогранника, да-

ет данную ориентацию на поверхности многогранника. Значит, от

выбора ориентации поверхности многогранника угол не зависит.

(b)* Этот угол поворота равен (с точностью до 2πn) сумме вели-

чин телесных углов, двойственных к многогранным углам A1, …, An.

Приведем два неформальных описания параллельного переноса

на поверхностях (уже в смысле этой книги).

Муравей живет в поверхности и не видит объемлемого простран-

ства, в частности, нормальных составляющих векторов. Касательное

к поверхности Π векторное поле v(t)=
−−−−−→
A(t)B(t), A(t) ∈ Π, парал-

лельно, если вектор v′
t
(t) нулевой, т. е., векторное поле «постоянно»,

с точки зрения муравья.

Нарисуем на поверхности кривую и проведем касательную к по-

верхности плоскость в некоторой точке кривой. Параллельный пе-

ренос касательной плоскости вдоль кривой на поверхности –– это

качение касательной плоскости вдоль кривой без проскальзывания

(при котором плоскость остается касательной). Это движение ка-
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сательной плоскости по неподвижной поверхности задается следу-

ющим условием: мгновенная ось вращения касательной плоскости

касается поверхности и перпендикулярна данной кривой.

Формально, пусть дана поверхность Π⊂R3 и параметризован-

ная кривая γ : [a, b]→Π. Касательное к поверхности Π векторное

поле v(t) на кривой γ[a, b] называется параллельным вдоль дан-

ной кривой (в смысле Леви-Чивита), если вектор v′
t
(t) перпенди-

кулярен (плоскости, касательной к) поверхности в точке γ(t) при

любом t.

Вектор v(γ(b)) называется вектором, полученным из вектора

v(γ(a)) параллельным переносом вдоль данной кривой.

2. (a) Какие касательные векторы к плоскости, лежащей в трех-

мерном пространстве, получаются друг из друга параллельным пе-

реносом?

(b) Поле векторов скорости параметризованной кривой на поверх-

ности является параллельным вдоль этой кривой тогда и только тогда,

когда эта кривая является параметризованной геодезической.

(c) Параллельность вдоль параметризованной кривой с данным

образом не зависит от выбора этой кривой.

(d) Результат параллельного переноса вдоль кривой с данными

концами может зависеть от выбора этой кривой.

Векторное поле на поверхности называется параллельным вдоль

непараметризованной кривой, если оно параллельно вдоль любой

ее параметризации. Это определение корректно ввиду задачи c.

3. (a) Непрерывное семейство векторов одинаковой длины на

меридиане поверхности вращения, касающихся параллелей, парал-

лельно вдоль меридиана.

(b) Дана поверхность вращения гладкой положительной функ-

ции f . На какой угол в R3 повернется вектор, касательный к ме-

ридиану, при параллельном переносе из точки (a, f (a), 0) в точку

(b, f (b), 0) вдоль меридиана?

(c) При объемлемой изометрии поверхностей семейство векто-

ров, параллельное вдоль некоторой кривой, переходит в семейство

векторов, параллельное вдоль образа этой кривой.

4. Если на данной поверхности семейства векторов u и v парал-

лельны вдоль данной кривой, то

(a) |v(x)|= |v( y)|.
(b) u(x) · v(x)=u( y) · v(y).
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(c) ∠(u(x), v(x))=∠(u( y), v( y)).

(d) Семейства u+ v и 3u параллельны вдоль той же кривой.

5. (a) Теорема. Параллельный перенос на данной поверхности

вдоль данной кривой определяет ортогональное отображение каса-

тельных пространств.

(b) Семейство векторов является параллельным вдоль геодези-

ческой тогда и только тогда, когда модуль вектора семейства и угол

между вектором семейства и вектором скорости геодезической по-

стоянны вдоль геодезической.

6. Пусть v(t) = a1(t)r1(x1(t), x2(t)) + a2(t)r2(x1(t), x2(t)) –– каса-

тельный к поверхности вектор в точке r(x1(t), x2(t)). Будем далее

обозначать штрихом производную по t и пропускать аргументы

функций.

(a) v′=a′
1
r1+a1r′

1
+a′

2
r2+a2r′

2
.

(b) Семейство v параллельно вдоль кривой γ= r(x1, x2) тогда

и только тогда, когда v′ · r1= v′ · r2=0.

(c) Теорема. Уравнение параллельного переноса (на функции a1

и a2 через данные функции r, x1, x2)
¨
−a′

1
= (Γ1

11
x′

1
+Γ

1
21

x′
2
)a1+ (Γ1

12
x′

1
+Γ

1
22

x′
2
)a2,

−a′
2
= (Γ2

11
x′

1
+Γ

2
21

x′
2
)a1+ (Γ2

12
x′

1
+Γ

2
22

x′
2
)a2

или a′
k
+
∑
i, j

Γ
k
ij

x′
i
a j=0.

(d) Любой вектор можно параллельно перенести вдоль любой

кривой.

При внутренней изометрии поверхностей семейство векторов,

параллельное вдоль некоторой кривой, переходит в семейство век-

торов, параллельное вдоль образа этой кривой. Это доказано в тео-

реме ...c с использованием римановой метрики.

Рис. . Параллельный перенос вектора по замкнутому контуру
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Объяснение феномена маятника Фуко с использованием парал-

лельного переноса приводится в [Ta].

7. На какой угол повернется касательный вектор при параллель-

ном переносе вдоль

(a) параллели на цилиндре?

(b) контура треугольника с углами α, β , γ на сфере?

(c) параллели z=1 на конусе z2
= x2

+ y2?

Указание: используйте (доказанную ниже) инвариантность па-

раллельного переноса при внутренней изометрии.

(d) параллели θ =θ0 на сфере?

(e) данной параллели данной поверхности вращения?

Здесь поверхность ориентирована, имеется в виду ориентиро-

ванный угол на ориентированной поверхности, и кривая направ-

лена так, что ее направление вместе с нормальным к кривой век-

тором, касающимся поверхности, дает данную ориентацию на по-

верхности. Значит, от выбора ориентации поверхности угол не

зависит.

8. Пусть N , N ′ –– поверхности, касающиеся вдоль кривой γ. До-

кажите, что результат параллельного переноса вдоль кривой γ оди-

наков для N и N ′.

Указания и решения к некоторым задачам

2.1.1. (a) Ответ: объединение северного полюса и бесконечно-

го семейства параллелей.

(b) Ответ: на северный полюс. Используйте (с).

(c) Из малого прямоугольного сферического треугольника с ка-

тетами «cosθdϕ» и «dθ» получаем θ ′ = cosθ ctgα для θ := θ (ϕ).

(Треугольник можно считать плоским ввиду малости, или исполь-

зовать задачу b и перейти к пределу.)

2.1.4. (c) Используйте двойственный трехгранный угол.

2.1.6. (a) Опустите перпендикуляр из ребра на грань.

(b) Следует из (a).

(c) Опустите перпендикуляр из вершины на треугольное сечение.

(A, B, C) Используйте (a, b, c) и d.

2.1.8. (c) Возьмем соответствующий трехгранный угол OA′B′C ′,
для которого OA′ = OB′ = OC ′ = 1. Опустим из A′ перпендикуляр

A′A2 на плоскость OB′C ′, а также перпендикуляры A′B1 и A′C1 на
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прямую OB′ и OC ′, соответственно. (A2 не обязательно лежит внут-

ри угла B′OC ′, C1 и B1 не обязательно лежат на лучах OC ′ и OB′,
соответственно.) По теореме о трех перпендикулярах A2B1 ⊥ OB′

и A2C1⊥OC ′. Значит, ∠A′B1 A2=C и ∠A′C1 A2= B. Тогда

A′A2 = A′B1 sin C = sinβ sin C и A′A2 = A′C1 sin B = sinγ sin B.

(с) Другое решение. Выразите sin2 A из (d).

(d) Возьмем соответствующий трехгранный угол OA′B′C ′, для ко-

торого OA′=OB′=OC ′=1. Опустим из C ′ и B′ перпендикуляры C ′C1

и B′B1 на прямую OA′ (C1 и B1 не обязательно лежат на луче OA′).

Обозначим a := ~OA′, b := ~OB′, c := ~OC ′. Тогда a · c= cosβ , b · c= cosα

и a · b= cosγ. Имеем ~C ′C1=−c+ cosβa и ~B′B1=−b+ cosγa. Значит,

C ′C1 = sinβ , B′B1 = sinγ и ~C ′C1 · ~B′B1 = cosα− cosβ cosγ.

Тогда cos A=
~C′C1 · ~B′B1

C′C1 ·B′B1

.

(e) Используйте (d) и d.

2.2.1. (f) r(u, v)=
�
(9+ u sin v) cos 2v, (9+ u sin v) sin 2v, u cos v

�
,

u∈ [−1, 1], v ∈ [0,π]. Обозначим через A(t) поворот пространства

на t относительно оси z. Тогда

r(u, v) = A(2v)[(9, 0, 0)+u(sin v, 0, cos v)].

Поэтому ru(u, v)= A(2v)(sin v, 0, cos v) сонаправлено со стержнем.

Раскрывая rv(u, v) по правилу Лейбница, получаем две ненулевые

перпендикулярные составляющие, перпендикулярные стержню. По-

этому ru и rv линейно независимы.

2.2.2. (d) r(u, v)= (cos t, sin t, t)− v(cos t, sin t, 0).

(e) r(u, v)=γ(u)+Rn(u) cosv+Rb(u) sin v, где n(u) и b(u) –– век-

тора нормали и бинормали, см. § ..

2.3.1. Сначала выразите координаты на сфере через декартовы

координаты в R3.

(c) Точки (xk, yk, zk)∈R3, k=1, 2, 3, лежат на одной прямой тогда

и только тогда, когда
x1− x2

x1− x3
=

y1− y2

y1− y3
=

z1− z2

z1− z3
. Здесь в знаменателе

допускается 0: первое равенство нужно понимать как наглядную

запись равенства (x1− x2)( y1− y3)= ( y1− y2)(x1− x3).

(d) Используйте результат задачи ...c.

2.3.5. (a, a′, b) Задайте изометрию формулой. Используйте тео-

рему 3.
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(c) При движении пространства плоскости переходят в плоскости.

2.3.6. Используйте задачу ...d.

(c) Аналогично (a, b).

2.5.0. (c) Проведите через вершину угла луч, лежащий внутри

угла, и через точку на этом луче (отличную от вершины угла) плос-

кость, перпендикулярную лучу.

2.5.1. (e) x= z=0.

2.5.5. Для сферы используйте задачи ...d или ...a. Для ци-

линдра и конуса используйте инвариантность при изометрии.

2.5.6. Утверждение равносильно тому, что e∧ γ∧ γ′= const, где

γ –– геодезическая и e –– единичный вектор, параллельный оси вра-

щения. Последнее условие доказывается дифференцированием по

правилу Лейбница, так как e∧γ∧γ′′=0.

2.6.0. См. задачу .

2.6.3. (b) Следует из задачи c.

2.7.7. (d) Используйте (c) и задачу .



Глава . Числовые кривизны поверхностей

Великая прямота кажется непрямой.

Лао цзы.

.. Скалярная кривизна

Скалярной кривизной поверхности Π во внутренней точке P

называется число

τ = τP = τΠ,P := 6 lim
R→0

2πR− LΠ,P(R)

πR3 .

Далее для скалярной и других кривизн Π (или P и Π) пропускаются

из обозначений, поскольку ясны из контекста.

Рис. . Скалярная кривизна поверхности

1. (abcd) Найдите скалярную кривизну в точках поверхностей из

задач ...abcd.



 Глава . Числовые кривизны поверхностей

(e)* Скалярная кривизна в точке (0, 0, 0) отрицательна для сед-

лообразной поверхности z= xy.

2. (a) Как изменяется скалярная кривизна при гомотетии про-

странства?

(b) Внутренняя изометрия сохраняет скалярную кривизну.

Для решения задач , ,  нужны задача ...c и ...a, см. зада-

чу ...a.

3. Определение длины LΠ,P(R) окружности см. в задаче ...

(a) lim
R→0

2πR− LΠ,P(R)

R2 =0.

(b)* LΠ,P (R)=2πR− πτR3

6
+O(R5) [Gr, BBB].

(c)* Существует ли отображение поверхностей, сохраняющее

скалярную кривизну, но не являющееся внутренней изометрией?

Теорема. Элементарная непараметризованная двумерная поверх-

ность внутренне изометрична некоторой части плоскости тогда и

только тогда, когда ее скалярная (или секционная, или гауссова, см.

далее) кривизна равна нулю в каждой точке [MF, Ra].

Для доказательства этой просто формулируемой теоремы, как

и для получения формул для вычисления скалярной кривизны (за-

дача ..), нужно изучить § .

4. Определение площади SΠ,P(R) круга см. в задаче ...

(a) τΠ,P=24 lim
R→0

πR2−SΠ,P(R)

πR4 .

(b)* SΠ,P (R)=πR2−
πτΠ,P

24
R4
+O(R6) [Gr].

Для трехмерной поверхности Π⊂Rm и точки P ∈Π обозначим

через SΠ,P(R) площадь сферы наΠ радиуса R с центром в точке P∈Π.

Скалярной кривизной поверхности Π в точке P называется число

τ = τP = τΠ,P := 6 lim
R→0

4πR2−SΠ,P(R)

(4/3)πR4 .

5. Вычислите скалярную кривизну точек следующих трехмер-

ных поверхностей в R4:

(a) гиперплоскости R3; (b) цилиндра S1×R2;

(c) сферы S3; (d)* цилиндра S2×R;

(e) конуса t2
= x2

+ y2
+ z2; (f)* тора S2×S1.

Пусть n¾2 и Π –– n-мерная поверхность в пространстве Rm. Обо-

значим через
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• Vn n-мерный объем (§ .) шара радиуса 1 в Rn,

• Sn (n−1)-мерный объем поверхности шара радиуса 1 в Rn,

• VΠ,P (R) n-мерный объем шара наΠ радиуса R с центром в точке

P∈Π,

• SΠ,P(R) (n−1)-мерный объем сферы на Π радиуса R с центром

в точке P∈Π.

Скалярной кривизной поверхности Π в точке P называется число

τ = τP = τΠ,P := 6 lim
R→0

Sn Rn−1−SΠ,P(R)

Vn Rn+1 .

6. (b) SΠ,P(R)=V ′
Π,P

(R). (c) Sn=nVn.

(d) τ=6(n+2) lim
R→0

Vn Rn−VΠ,P (R)

Vn Rn+2 .

(e)* VP (R)=VnRn− τ
6(n+2)

VnRn+2
+O(Rn+4) [Gr].

7. Теорема. Внутренняя изометрия сохраняет скалярную кри-

визну.

(Докажите с использованием n-мерного аналога теоремы о пло-

щади.)

.. Главные кривизны

1. Пусть задана система точек A1, …, As с массами m1, …, ms. Мо-

ментом инерции этой системы относительно прямой l называется

число I(l)=m1|A1l|2 +…+ms|Asl|2, где |Ai l| –– расстояние от точки

Ai до прямой l.

(a) Пусть I+ и I− –– наибольшее и наименьшее значения момен-

тов инерции относительно прямых на плоскости, проходящих через

фиксированную точку O (возможно, I+= I−). Возьмем одну из пря-

мых l+, для которой I(l+)= I+. Тогда I(l)= I+ cos2ϕ + I− sin2ϕ, где

ϕ=∠(ll+).

(b) В пространстве существуют три такие попарно перпендику-

лярные прямые l1, l2, l3, проходящие через O, что для любой пря-

мой l, проходящей через O, выполнено

I(l) = I(l1) cos2(ll1)+ I(l2) cos2(ll2)+ I(l3) cos2(ll3).

(c)* Могут ли прямые с таким свойством не быть перпендику-

лярными для некоторых A1, …, As, m1, …, ms?

Коориентацией поверхности Π называется семейство единич-

ных векторов n(P), нормальных к поверхности (т. е. перпендику-
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лярных к касательной плоскости в точке P, см. определение в § .)

и непрерывно зависящих от точки P∈Π.

Кривизной (непараметризованной) кривой на коориентирован-

ной поверхности называется проекция ускорения на нормаль при

движении по этой кривой с единичной скоростью.

Кривизна в указанном смысле совпадает по модулю, но не обяза-

тельно по знаку, с кривизной соответствующей непараметризован-

ной кривой.

Рис. . Нормальное и «косое» сечения поверхности

Простейшие инварианты объемлемой изометрии появились еще

в XVIII веке при решении следующей проблемы (рис. ). Выберем

коориентированную поверхностьΠ и точку P на ней. Как зависит от

плоскости α, проходящей через точку P, кривизна в точке P (непа-

раметризованной) кривой α∩Π?

Главными кривизнами λ+ и λ− коориентированной поверхно-

стиΠ в точке P∈Π называются наибольшее и наименьшее значения

кривизн в точке P (непараметризованных) кривых пересечения по-

верхности с плоскостями, проведенными через нормаль в точке P.

Главным направлением коориентированной поверхности Π в точ-

ке P∈Π, отвечающим данной главной кривизне λ±, называется на-

правление той прямой (в касательной плоскости к Π в точке P), для
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которой кривизна пересечения поверхности с плоскостью, проходя-

щую через эту прямую и нормаль, равна λ±.

2. Задав коориентацию, найдите главные кривизны и главные

направления в точках поверхностей из задачи ...abcde*f.

3. Как изменяются главные кривизны при

(a) изменении коориентации на противоположную?

(b) гомотетии пространства?

4. (a) Объемлемая изометрия сохраняет главные кривизны.

(b) Внутренняя изометрия может не сохранять главные кривизны.

5. Теорема. (a) Если в точке P поверхности Π главные кривизны

одного знака, то для некоторого ǫ>0 пересечение Π и шара B(P, ǫ)

вR3 с центром в P и радиуса ǫ лежит по одну сторону от касательной

плоскости к Π в точке P.

(b) Если в точке P поверхностиΠ главные кривизны разного зна-

ка, то ни для какого ǫ>0 пересечение Π∩ B(P, ǫ) не лежит по одну

сторону от касательной плоскости к Π в точке P.

6. () На бесконечном круговом конусе с углом раствора (т. е.

максимальным углом между образующими) π/2 взята точка P (от-

личная от вершины). Через нормаль к конусу в точке P проведена

плоскость под углом π/3 к образующей конуса (направленной от

вершины). Найдите кривизну в точке P кривой пересечения плос-

кости и конуса.

(a) Найдите кривизну k(ϕ) в начале координат кривой пересе-

чения поверхности z= ax2
+ 2bxy+ cy2 с плоскостью, проведенной

через ось Oz под углом ϕ к оси Ox.

(b) Теорема. Пусть график функции z= f (x, y) касается плоско-

сти Oxy в начале координат O, т. е. f (0, 0)= fx(0, 0)= fy (0, 0)= 0.

Тогда

• главные кривизны этого графика являются корнями уравнения

(λ− fxx)(λ− fyy) = f 2
xy

, т. е. det(h−λE) = 0,

где h=

�
fxx fxy

fxy fyy

�
–– гессиан. (Здесь пропущен аргумент (0, 0) вторых

частных производных fxx , fxy , fyy .)

• главные направления соответствуют собственными векторам

гессиана.

(Инвариантное определение и геометрический смысл операто-

ра, соответствующего гессиану, приведены в § ..)
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(c) Формула Эйлера. Пусть Π ⊂ R3 –– коориентированная по-

верхность и P ∈ Π. Пусть k(ϕ) –– кривизна в точке P кривой пе-

ресечения поверхности с плоскостью, проведенной через нормаль

в точке P под углом ϕ к тому лучу, для которого эта кривизна мак-

симальна (т. е. к главному направлению, отвечающему λ+). Тогда

k(ϕ) = λ+ cos2ϕ+λ− sin2ϕ.

(d) Если главные кривизны различны, то главные направления

ортогональны.

(e)* Как вычислять главные кривизны для поверхностей, задан-

ных в параметрическом виде?

7. () На бесконечном круговом конусе с углом раствора (т. е.

максимальным углом между образующими) π/2 взята точка P (от-

личная от вершины). Через точку P проведена плоскость под уг-

лом π/3 к образующей конуса (направленной от вершины) и под

угломπ/3 к нормали к конусу в точке P. Найдите кривизну в точке P

кривой пересечения плоскости и конуса.

(a) Как отличаются (для поверхностей, рассмотренных в задаче

...abcde*f) кривизны кривых пересечения поверхности с двумя плос-

костями (α и αn на рис. ), содержащими точку P и пересекающими

касательную плоскость к поверхности по одной и той же прямой, одна

из которых проходит через нормаль, а другая под углом θ к нормали?

Указание к (0, a): если не получается, то см. далее.

(b) Проекция на нормаль в точке P=γ(0) ускорения параметри-

зованной кривой γ на поверхности Π зависит только от скорости

γ′(0) этой кривой в точке P.

(c) Теорема Менье. Обозначим через k и kn кривизны кривых

пересечения поверхности с двумя плоскостями (α и αn на рисунке),

содержащими точку P и пересекающими касательную плоскость

к поверхности по одной и той же прямой, одна из которых проходит

через нормаль, а другая под углом θ к нормали. Тогда k cosθ = kn.

(d) Определим отображение d(ǫ): Π→ R3 формулой d(ǫ)(P)=

= P+ǫn. Тогда проекция из (b) равна lim
ǫ→0

[d(ǫ)′
P

(a)]2−a2

2ǫ
, где a=γ′(0).

(e) Если главные кривизны в каждой точке поверхности равны

нулю, то эта поверхность является частью плоскости.

Можно доказать, что τ=2λ+λ−.

Главные кривизны многомерных коориентированных поверхно-

стей определяются более сложно, см. § ..
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.. Полная средняя кривизна

ǫ-окрестностью фигуры M (на плоскости или в пространстве)

называется множество Mǫ точек, удаленных от некоторой точки фи-

гуры M не более, чем на ǫ:

Mǫ := {x : |x− y| < ǫ для некоторой y ∈ M}.

0. Нарисуйте ǫ-окрестность в плоскости и найдите ее периметр

и площадь для

(a) квадрата со стороной 1;

(b) выпуклого многоугольника площади S и периметра P.

(c) выпуклого множества площади S и периметра P.

1. Нарисуйте ǫ-окрестность в пространстве и найдите ее объем

и площадь ее поверхности для

(a) куба с ребром ;

(b) правильной треугольной призмы с длинами ребер ;

(с) правильного тетраэдра с ребром ;

(d) произвольного выпуклого многогранника (решите сами, ка-

кие нужно задавать данные; аккуратно докажите Ваше утверждение

о старшем коэффициенте).

2. (a) Коробки имеют форму прямоугольных параллелепипедов.

Можно ли в одной коробке пронести другую коробку с большей сум-

мой измерений по длине, ширине и высоте?

(b) Если выпуклый многогранник M с длинами ребер li и дву-

гранными углами αi содержится в шаре радиуса R, то
∑

li(π−αi) ¶ 8πR.

Поверхность (граница) фигуры F обозначается ∂F.

Полной средней кривизной выпуклого многогранника M называ-

ется число

H(∂M) := lim
ǫ→0

S(∂Mǫ)−S(∂M)

ǫ
.

В задаче b Вы доказали, что H(∂M)=
∑

li(π− αi) для выпуклого

многогранника M с длинами ребер li и двугранными углами αi.

Теперь рассмотрим поверхностьΠ⊂R3 с коориентацией n : Π→R3.

(Определение коориентации см. в § ..) Обозначим через Πn,ǫ :=

:= {P + ǫn(P)}P∈Π поверхность, образованную концами векторов

ǫn(P), отложенных от точек P поверхности Π (рис. ).
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Рис. . Сдвиг поверхности вдоль семейства нормалей

3. (a) Если r : D→R3 –– параметризованная поверхность, n : r(D)→
→S2 –– коориентация и rn,ǫ(u, v) := r(u, v)+ ǫn(r(u, v)), то r(D)n,ǫ =

= rn,ǫ(D).

(b) Πn,ǫ действительно поверхность.

Полной средней кривизной коориентированной поверхности

Π называется число

H(Π, n) := lim
ǫ→0

S(Πǫ,n)−S(Π)

ǫ
.

Можно эвристически «доказать», что полная средняя кривизна мыль-

ной пленки (т. е. поверхности минимальной площади с данной грани-

цей) равна 0.

4. Задав коориентацию, найдите полную среднюю кривизну по-

верхностей из задачи ...abcde.

5. Как изменяется полная средняя кривизна при

(a) изменении коориентации на противоположную?

(b) гомотетии пространства?

6. (a) Полная средняя кривизна аддитивна, т. е. H(Π1 ∪ Π2) =

= H(Π1)+ H(Π2), если ∂Π1 и ∂Π2 –– замкнутые кривые, пересекаю-

щиеся по кривой (из обозначений пропущены коориентации на Π1

и Π2, полученные сужением некоторой коориентации на Π1∪Π2).

(b) Объемлемая изометрия сохраняет полную среднюю кривизну.

(c) Внутренняя изометрия может не сохранять полную среднюю

кривизну.

7. Используем обозначения из задачи .a. Будем пропускать в фор-

мулах аргумент (u, v) функций ru и rv , а также вместо n(r(u, v)) пи-

сать n.



.. Средняя кривизна в точке 

(a) S(r(D))=

ÍÍ

D

ru ∧ rv ∧ n du dv для коориентации n(r(u, v))=

= ru× rv/|ru× rv|.
(a′) S(r(D))=−

ÍÍ

D

ru∧ rv ∧n du dv для коориентации n(r(u, v))=

=−ru× rv/|ru× rv |.
(b) Вектор n(r(u, v)) перпендикулярен поверхности r(D)n,ǫ в ее

точке r(u, v) + ǫn(r(u, v)). Т. е. поле нормалей m(n(r(u, v))) :=

:=n(r(u, v)) задает коориентацию поверхности r(D)n,ǫ.

(с) H(r(D), n)=

ÍÍ

D

(ru ∧ nv ∧ n+ nu ∧ rv ∧ n) du dv для коориента-

ции n(r(u, v)) := ru× rv/|ru× rv |. В частности, предел, определяющий

полную среднюю кривизну, действительно существует.

8*. Для выпуклого ограниченного множества M ⊂ R3 и его ǫ-

окрестности Mǫ

(a) V(Mǫ) = V(M)+S(∂M)ǫ+
1
2

H(∂M)ǫ2
+

4π
3
ǫ3.

(b) S(∂Mǫ) = S(∂M)+H(∂M)ǫ+4πǫ2.

(c) H(∂M) = 2 lim
ǫ→0

V(Mǫ)−V(M)−S(∂M)ǫ

ǫ2 = lim
R→∞

V(MR)−4πR3/3

R2 .

.. Средняя кривизна в точке

Приведем «физическое» определение. Возьмем распределение

масс на коориентированной поверхности, при котором масса каж-

дого ее куска равна полной средней кривизне этого куска (таким

образом, масса куска может быть отрицательной). Тогда средней

кривизной поверхности в точке называется плотность в этой точке.

Формально, средней кривизной коориентированной поверхно-

сти Π в точке P называется число

H = HP = HΠ,P,n := lim
diam(ΠP∪P)→0

H(ΠP , n)

S(ΠP)
,

где ΠP –– подповерхности поверхности Π. Полученное число являет-

ся плотностью полной средней кривизны относительно площади.

1. Задав коориентацию, найдите среднюю кривизну в точках по-

верхностей из задачи ...abcd.

2. Задав коориентацию, найдите знак средней кривизны точек

(a) тора; (b) поверхности вращения функции f .
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3. Как изменяется средняя кривизна в точке при гомотетии про-

странства?

4. (a) Напишите определение предела lim
diam(ΠP )→0

H(ΠP , n)

S(ΠP)
«на язы-

ке ǫ-δ».

(b) H(r(D), n)=

ÍÍ

D

Hr(D),r(u,v),n|ru× rv |du dv. Эта формула дает эк-

вивалентное определение полной средней кривизны, наиболее точ-

но формализующее вышеприведенное «физическое» определение.

(c) Напишите определения полной средней кривизны плоской

кривой и средней кривизны плоской кривой в точке.

(d)* Последняя равна обычной кривизне.

5. (abc*) Теорема.

H =
ru ∧nv ∧n+nu ∧ rv ∧n

|ru× rv |
= − fxx− fyy =

=
(r2

v
ruu+ r2

u
rvv −2(ru · rv )ruv )∧ ru ∧ rv

|ru× rv |3
,

где первая и третья формулы выполнены для коориентации n =

= ru× rv/|ru× rv|, а вторая формула выполнена в точке O для поверх-

ности z = f (x, y), касающейся плоскости Oxy в начале координат

и той коориентации, для которой nO= (0, 0, 1).

При доказательстве первой формулы не забудьте доказать суще-

ствование предела, определяющего среднюю кривизну в точке.

(d) Вычислите среднюю кривизну в каждой точке поверхности

вращения положительной функции f , если нормали направлены

к оси вращения.

6. Найдите среднюю кривизну поверхности z= xy в точке (1, 1, 1).

7. Теорема. Минус половина средней кривизны равна полусум-

ме главных кривизн и равна среднему значению кривизны нормаль-

ного сечения:

−H
2
=
λ++λ−

2
=

1
π

πÍ

0

k(ϕ)dϕ.

.. Полная гауссова кривизна

В этом пункте Π⊂R3 –– поверхность с коориентацией n : Π→R3.

Поверхность Πn,ǫ определена в § ..



.. Полная гауссова кривизна 

Коориентированная поверхность Π⊂ R3 называется выпуклой,

если лучи, определенные (закрепленными) нормалями в разных

точках, не пересекаются. (Это определение не согласуется с опре-

делением выпуклости множества, но это не должно привести к пу-

танице.) Следующий материал интересен даже для выпуклых по-

верхностей.

Полной гауссовой кривизной выпуклой коориентированной по-

верхности Π называется число

K(Π, n) = lim
R→∞

S(Πn,R)

R2 .

1. Задав коориентацию, найдите полную гауссову кривизну по-

верхностей из задачи ...abcd.

(e) то же для произвольной замкнутой выпуклой (т. е. ограничи-

вающей выпуклое тело) поверхности.

Полной гауссовой кривизной поверхности Π с коориентацией

n называется число K(Π, n), для которого

(Πn,ǫ) = S(Π)+H(Π, n)ǫ+K(Π, n)ǫ2 (∗)
при всех тех ǫ, при которых для любых различных P, Q∈Π выполне-

но P+ǫn(P) 6=Q+ǫn(Q) (т. е. концы нормальных векторов длины ǫ,

начала которых –– различные точки поверхности, различны).

2. (a) Это определение совпадает с предыдущим для выпуклых

поверхностей.

(b) Найдите полную гауссову кривизну тора.

3. Как изменяется полная гауссова кривизна при

(a) изменении коориентации на противоположную?

(b) гомотетии пространства?

4. (a) Полная гауссова кривизна аддитивна, т. е. K(Π1 ∪ Π2) =

= K(Π1)+ K(Π2), если ∂Π1 и ∂Π2 –– замкнутые кривые, пересекаю-

щиеся по кривой (из обозначений пропущены коориентации на Π1

и Π2, полученные сужением некоторой коориентации на Π1∪Π2).

(b) Объемлемая изометрия сохраняет полную гауссову кривизну.

Теорема Egregium Гаусса утверждает, что внутренняя изометрия

сохраняет полную гауссову кривизну. Она доказана в задаче ...e

с использованием римановой метрики и теоремы Гаусса-Бонне.

Если отложить вектор n(P) от начала координат, то его конец бу-

дет лежать на единичной сфере. Построенное отображение n : Π→
→ S2 ⊂ R3 называется сферическим или гауссовым. Сферическим
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Рис. . Сферический образ поверхности

отображением называется также композиция n ◦ r : D→S2⊂R3. По-

верхность n(Π)⊂ S2 ⊂R3 называется сферическим или гауссовым

образом коориентированной поверхности Π (рис. ).

5. Площадь сферического образа выпуклой поверхности равна

ее полной гауссовой кривизне.

Пусть нормали к различным точкам коориентированной поверх-

ности не сонаправлены. Определим площадь сферического отоб-

ражения (со знаком) как площадь сферического образа со знаком

плюс (или минус), если при обходе границы поверхности по часо-

вой стрелке (относительно нормалей) граница сферического образа

обходится по часовой стрелке (или против часовой стрелки).

6. Площадь сферического отображения отрицательна для седло-

образной поверхности z= x2− y2, x2
+ y2¶1.

Если коориентированную поверхность можно разбить на конеч-

ное число частей, на каждой из которых нормали к различным точ-

кам не сонаправлены, то площадью ее сферического отображения

называется сумма площадей его сужений на части. Корректность

этого определения, т. е. независимость от разбиения поверхности,

фактически доказывается через его эквивалентность следующему

определению.

Далее в этом пункте r : D → R3 –– параметризованная поверх-

ность (не обязательно инъективная!) с коориентацией n : r(D)→R3.

Ее площадью называется число

S(r) :=

ÍÍ

D

ru∧ rv ∧n du dv.

Здесь и далее в этом пункте пропускаем в формулах аргумент (u, v)

функций ru и rv , а также вместо n(r(u, v)) пишем n.

7. (a) Это число S(r) может быть разным для разных r при оди-

наковом r(D).



.. Гауссова кривизна в точке 

(b) Вектор n(r(u, v)) перпендикулярен поверхности n(r(D)) в ее

точке n(r(u, v)). Т. е. поле нормалей m(n(r(u, v))) :=n(r(u, v)) зада-

ет коориентацию поверхности n(r(D)).

8. (a) При данных Π и коориентации n : Π→ R3 площадь сфе-

рического отображения n ◦ r : D→ R3 не зависит от инъективной

параметризованной поверхности r : D→R3, для которой Π= r(D).

(b) Теорема. Площадь сферического отображения коориентиро-

ванной поверхности равна ее полной гауссовой кривизне:

K(r(D), n) =

ÍÍ

D

nu∧nv ∧n du dv

для коориентации n= ru× rv/|ru× rv |.
В частности, определение гауссовой кривизны осмысленно, т. е.

S(Πǫ) действительно выражается формулой (∗) с некоторыми (не

зависящими от ǫ) H(Π, n) и K(Π, n).

.. Гауссова кривизна в точке

Вновь начнем с «физического» определения. Возьмем распреде-

ление масс на коориентированной поверхности, при котором масса

каждого ее куска равна полной гауссовой кривизне этого куска (та-

ким образом, масса куска может быть отрицательной). Тогда гаус-

совой кривизной поверхности в точке называется плотность в этой

точке.

Формально, гауссовой кривизной коориентированной непара-

метризованной поверхности Π в точке P называется число

K = KP = KΠ,P := lim
diam(ΠP∪P)→0

K(ΠP)

S(ΠP)
,

где ΠP –– подповерхности поверхности Π. Это плотность полной

гауссовой кривизны относительно площади.

1. Найдите гауссову кривизну в точках поверхностей из задач

...abcd.

2. Найдите знак гауссовой кривизны точек

(a) тора; (b) поверхности вращения.

3. (a) Напишите определения «окружностного образа» плоской

кривой, полной гауссовой кривизны плоской кривой и гауссовой

кривизны плоской кривой в точке.

(b) Последняя равна обычной кривизне.
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4. Как изменяется гауссова кривизна в точке при гомотетии про-

странства?

5. (abc) Теорема.

K =
nu∧nv ∧n

|ru× rv |
= fxx fyy− f 2

xy
=

(ruu ∧ ru ∧ rv )(rvv ∧ ru ∧ rv )− (ruv ∧ ru ∧ rv )2

|ru× rv |4
,

где первая формула выполнены для коориентации n= ru× rv/|ru× rv |,
а вторая формула выполнена в точке O для поверхности z= f (x, y),

касающейся плоскости Oxy в начале координат.

При доказательстве первой формулы не забудьте доказать суще-

ствование предела, определяющего гауссову кривизну в точке.

(d) Вычислите гауссову кривизну в каждой точке поверхности

вращения положительной функции f .

6. Найдите гауссову кривизну поверхности z= xy в точке (1, 1, 1).

7. (a) Следствие. Главные кривизны являются корнями уравне-

ния λ2
+Hλ+K=0.

(b) Следствие. Гауссова кривизна равна произведению главных

кривизн: K=λ+λ−.

(c) В теореме .. можно заменить условие одинаковости (раз-

личности) знака главных кривизн на K>0 (K<0).

(d) Если гауссова и средняя кривизны в каждой точке поверхно-

сти равны нулю, то эта поверхность является частью плоскости.

Теорема. Для двумерной поверхности в R3 имеем τ= 2K (где

τ –– скалярная кривизна, см. § .).

Это следует из Теоремы Гаусса––Бонне (задача ...e) и указания

к задаче ...

.. Секционная кривизна

Полной секционной кривизной σ(Π) двумерной поверхности

Π с гладкой границей ∂Π называется угол между касательным век-

тором в точке границы ∂Π и вектором, полученным из него парал-

лельным переносом вдоль кривой ∂Π. Здесь поверхностьΠ ориенти-

рована, имеется в виду ориентированный угол на ориентированной

поверхности, и кривая ∂Π направлена так, что ее направление вме-

сте с нормальным к ∂Π вектором, касающимся поверхности Π, дает

данную ориентацию на Π.

1. (a) Объемлемая изометрия сохраняет полную секционную кри-

визну.



.. Секционная кривизна 

(b) Теорема. Внутренняя изометрия сохраняет полную секцион-

ную кривизну.

Указание: используйте (доказанную ниже) инвариантность па-

раллельного переноса при внутренней изометрии.

(c) Полная секционная кривизна аддитивна, т. е. σ(Π1 ∪ Π2)=

=σ(Π1)+σ(Π2), если ∂Π1 и ∂Π2 –– замкнутые кривые, пересекаю-

щиеся по кривой. (На Π1 и Π2 рассматриваются ориентации, полу-

ченные сужением некоторой ориентации на Π1∪Π2).

(d) Полная секционная кривизна не зависит от ориентации.

Производной отображения n : Π→S2 из поверхности в сфе-

ру называется семейство отображений dnP : TP→ Tn(P) касательной

плоскости TP (в точке P к Π) в касательную плоскость Tn(P) (в точке

n(P) к S2), для которого

n(Q) = n(P)+dnP(pr(Q− P))+ o(|Q− P|) при Π ∋ Q → P.

Здесь pr: Rm→TP –– ортогональная проекция.

2. Определение сферического отображения n : Π→S2 дано в § ..

() Найдите производную в точке (0, 0, 1) вращения R
π/2
x=0 : S2→S2.

(a) Вектор, касающийся поверхности Π в ее точке P, касается

сферы S2 в точке n(P).

(b) Для любой точки X ∈Π вектор dnP(PX) равен вектору PX как

свободный вектор.

(c) При семействе отображений dnP (оно называется сфериче-

ским отображением касательных пространств) семейство векто-

ров, параллельное вдоль некоторой кривой, переходит в семейство

векторов, параллельное вдоль ее образа при сферическом отобра-

жении.

(d) Угол поворота вектора при параллельном переносе вдоль за-

мкнутой кривой равен углу поворота вектора при параллельном пе-

реносе вдоль сферического образа этой кривой: σ(Π)=σ(n(Π)).

(e) Теорема Гаусса––Бонне. Угол поворота касательного к дву-

мерной поверхности вR3 вектора при параллельном переносе вдоль

границы поверхности равен полной гауссовой кривизне этой по-

верхности: σ(Π)=K(Π). (См. также теорему ...b.)

Возьмем распределение масс на коориентированной поверхно-

сти, при котором масса каждого ее куска равна полной секцион-

ной кривизне этого куска (таким образом, масса куска может быть
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отрицательной). Тогда секционной кривизной поверхности в точке

называется плотность в этой точке.

Формально, секционной кривизной поверхности Π в точке P

называется число

σ = σP = σP,Π := lim
diam(ΠP∪P)→0

σ(ΠP)

S(ΠP)
,

где ΠP –– подповерхности поверхности Π. Это плотность полной

секционной кривизны относительно площади.

3. Как изменяется секционная кривизна в точке при гомотетии

пространства?

Для двумерной поверхности в Rm выполнено τ=2σ (где τ –– ска-

лярная кривизна, см. § . и указание к задаче ..). Итак, для дву-

мерной поверхности в R3 скалярная, секционная и гауссова кривиз-

ны совпадают (с точностью до множителя 2). Заметим, что здесь

скалярная и секционная кривизны определены для двумерной по-

верхности в Rm при m>3, а гауссова –– нет.

Указания и решения к некоторым задачам

3.1.1. (b, c) Используйте задачи b и ...aa′.

3.1.2. (a) Уменьшается в k2 раз, где k –– коэффициент гомотетии.

3.1.5. (b) Используйте задачу b.

3.2.1. (a) Утверждение вытекает из того, что момент инерции

есть функция вида

A cos2ϕ+2B cosϕ sinϕ+C sin2ϕ = P cos 2ϕ+R sin 2ϕ+S =

= T cos 2(ϕ+ϕ0)+S.

(b) Докажите, что I(l) есть квадратичная форма от направляю-

щего вектора прямой l.

3.2.2. (f) Глобально главные кривизны не определены.

3.2.6. (a) Уравнение сечения есть

γ(t) = (t cosϕ, t sinϕ, t2(a cos2ϕ+2b cosϕ sinϕ+ c sin2ϕ)).

Примените теорему ...b.

(b) Проверяется вычислениями, аналогичными (a). Невычисли-

тельное доказательство этого результата (а также формул для H
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и K далее) получается, если интерпретировать гессиан как матри-

цу второго дифференциала функции f (или второй квадратичной

формы задаваемой ей поверхности, см. § .).

(c) Достаточно доказать для поверхности z= f (x, y), касающейся

плоскости Oxy в начале координат O. См. указание к задаче ...a.

(d) Следует из (c).

(e) Напишите уравнение касательной плоскости и нормали для

поверхности r(u, v) и используйте (b).

3.2.7. (a) Ответ приведен в (c).

(b) Обозначим n=n(γ(t)). Тогда

n ·γ′ = 0 ⇒ n′ ·γ′+n ·γ′′ = 0 ⇒ n ·γ′′ = −γ′ · ∂n(P)/∂γ′.

Здесь ∂n(P)/∂γ′ есть производная векторного поля n(P) в точке

P=γ(0) по направлению вектора γ′(0).

Другое указание. Можно считать, что поверхность задана урав-

нением z= f (x, y), f (0, 0)= fx(0, 0)= fy(0, 0)=0, а уравнение плос-

кости z= x ctgθ . На кривой пересечения рассмотрим параметр y.

Дифференцируя, получаем z y = fx x y + fy и z y = x y ctgθ . Поэтому

в точке (0, 0, 0) имеем yy = 1, z y = 0 и x y = 0, т. е. скорость кривой

пересечения единичная. Проекция ускорения кривой пересечения

на ось Oz равна z yy = ( fxy + fxx x y)x y + fx x yy + fyx x y + fyy . В точке

(0, 0, 0) имеем z yy = fyy , что не зависит от θ . Поэтому проекция

на ось Oz ускорения кривой пересечения в начале координат не

зависит от θ . А поскольку это ускорение лежит в проведенной плос-

кости, оно равно k(ϕ, θ )= k(ϕ, 0)/ cosθ .

(c) Следует из (b).

(e) По формуле Эйлера и теореме Менье любое плоское сечение

есть прямая.

3.3.0. (b), (c) Ответ: P(Mǫ)= P+2πǫ, S(Mǫ)=S+ Pǫ+πǫ2.

3.3.1. (d) Ответ приведен в задаче .

Перенесем параллельно каждый сферический сектор (являю-

щийся частью ǫ-окрестности) так, чтобы вершина перешла в начало

координат. Докажите, что почти все лучи, выходящие из начала

координат, пересекают ровно один из перенесенных сферических

секторов.

Другое решение получается, если построить на сфере точки, со-

ответствующие (нормалям к) граням многогранника и дуги, соот-

ветствующие (нормалям к) ребрам многогранника.
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3.3.2. Используйте результат задачи d.

Заметим, что существует тетраэдр, содержащий тетраэдр боль-

шего периметра.

3.3.4. (e) Найдите и используйте формулу для площади поверх-

ности тора радиусов R и r. (Например, используя задачу ...b или

...c.)

3.3.5. (a) Изменяется знак.

Эвристическое рассуждение: изменение нормали «равносильно»

перемене мест поверхностей Πǫ и Π.

Доказательство получается из формулы задачи c и аналогичной

формулы со знаком «минус» для противоположной нормали, ср. с за-

дачей a′.

3.3.6. Используйте аддитивность площади и (Π1 ∪Π2)ǫ =Π1,ǫ ∪
∪Π2,ǫ, (Π1∩Π2)ǫ=Π1,ǫ ∩Π2,ǫ.

3.3.7. (a) ru∧ rv ∧n= (ru× rv) ·n.

(c) Используйте задачу a.

3.4.2. Ввиду инвариантности и аддитивности полной средней

кривизны, средняя кривизна поверхности вращения в точке P рав-

на lim
x→0

H(Πx)

S(Πx)
, где Πx –– поверхность, образованная вращением x-

окрестности точки P. Величины S(Πx) и H(Πx) можно вычислить,

используя задачу ...b или ...c.

3.4.5. (a) Примените теорему о среднем.

(b) Возьмем r(u, v) := (u, v, f (u, v)). Будем опускать аргумент

(0, 0) функций. Тогда ru=(1, 0, fu) и rv=(0, 1, fv). Так как |n(u, v)|=1,

то nv⊥n= (0, 0, 1). Значит, nv= (nv,1, nv,2, 0). Поэтому

ru∧nv ∧n = nv,2 = nv · rv

∗
= −n · rvv = − fvv .

Здесь равенство (∗) получено дифференцированием равенства

n(u, v) · rv(u, v) = 0

по v в точке (0, 0).

(c) Обозначим m := ru × rv . Тогда n=m/|m|. Значит, nv =
mv

|m| −

− m|m|v
|m|2 . Поэтому ru∧nv ∧n= ru∧mv ∧m/|m|2.

Раскрывая mv по формуле Лейбница и учитывая, что

a∧ (b× x)∧ (a× y)= (a · b)x∧a∧ y,

получаем искомую формулу.
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Или сначала напишите уравнение касательной плоскости и нор-

мали для поверхности r(u, v).

3.4.6. Используйте первый абзац указания к с. Подставляйте

конкретные значения в те формулы, которые уже не нужно будет

дифференцировать.

3.5.1. (e) Разбейте поверхность на две части. Используйте a и b.

3.5.2. (a) Перейдите к пределу при ǫ→∞.

(b) См. указание к задаче ...e.

3.5.3. (a) Не меняется. Доказательство аналогично задаче ...a.

3.5.4. (a) Используйте задачу .. и указание к ней.

3.5.5. Используйте b.

3.5.8. (b) Аналогично задаче ...c используйте задачу ...a.

Рис. . Гауссова кривизна точек тора

3.6.2. Аналогично задаче ...

(a) Ответ: см. рис. .

3.6.5. См. указание к ...

(c) Имеем K = nu ∧ nv ∧ n/|m|=mu ∧mv ∧m/|m|4. Нужны тожде-

ства

(a× x)∧ (b× x)∧ (c× x)= 0

и
(a× x)∧ (b× y)∧ (x× y) = (a∧ x∧ y)(b∧ x∧ y).

3.6.6. См. указание к ...

3.6.7. (d) Следует из (a) и задачи ...e.
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3.7.2. (d) Ввиду (c) достаточно доказать эту теорему для сфе-

ры. Это делается при помощи аппроксимации сферической области

сферическими многоугольниками.

(e) Следует из (d).

(e) Другое указание. Пусть vP –– семейство единичных векторов

на ∂Π, параллельное вдоль ∂Π, и aP и bP –– произвольная ортонорми-

рованная пара векторных полей на Π. Имеем (опуская аргумент P)

− sin∠(v, a)d∠(v, a) = d(cos∠(v, a)) = d(v ·a) =

= v ·da+dv ·a = v ·da = sin∠(v, a)b ·da.

Тогда

σ(Π) =
Í

∂Π

d∠(v, a) = −
Í

∂Π

b ·da = −
Í

∂D

b ·au du+ b ·av dv =

=

ÍÍ

D

�∂(b ·av)

∂u
− ∂(b ·au)

∂v

�
du dv =

ÍÍ

D

(bu ·av− bv ·au) du dv =

=

ÍÍ

D

nu∧nv ∧n du dv = K(Π).

Здесь предпоследнее равенство справедливо, поскольку
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.. Риманова метрика. Применение

к внутренним изометриям

Напомним, что

• D –– декартово произведение интервалов (конечных или беско-

нечных) на прямой.

• TP=TP,Π касательная плоскость к поверхности Π в точке P.

Римановой метрикой  (или первой квадратичной формой) по-

верхности Π⊂R3 в точке P∈Π называется билинейная форма

gP = gP,Π : TP ×TP → R, определенная формулой gP(a, b) = a · b.

Римановой метрикой поверхности называется семейство римано-

вых метрик во всех ее точках.

1. (a) Длина образа кривой γ : [a, b]→Π на поверхностиΠ равна

bÍ

a

q
gγ(t)(γ

′(t), γ′(t)) dt.

(b) Косинус угла между параметризованными кривыми γ и β

на поверхности Π в точке P=γ(0)=β(0) равен
gP (γ′, β ′)p

gP (γ′, γ′)gP(β ′, β ′)
.

Здесь γ, β : [−1, 1]→Π, γ′ :=γ′(0) и β ′ :=β ′(0).

Билинейная форма B : V ×V→R называется

• положительно определенной, если B(a, a)> 0 для любого a ∈
∈V −{0};

• невырожденной, если для любого a ∈ V − {0} найдется такой

x∈V , что B(a, x) 6=0.

2. Риманова метрика симметрична, положительно определена

и невырождена.

3. (a) Теорема. Матрица римановой метрики поверхности r(D)

в точке P = r(u1, u2) ∈ r(D) в стандартном базисе (r1, r2) есть мат-

рица скалярных произведений (т. е. матрица Грама) этого базиса:

gij= ri · rj. (Здесь аргумент (u1, u2) функций r1, r2 пропущен.)

 Более точно, римановой метрикой, индуцированоой из R3.
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(b) Вычислите матрицу римановой метрики поверхности r(D)

в точке r(u, v) в стандартном базисе для параметризованной по-

верхности r(u, v)= (u, v, f (u, v)) (через функцию f и ее частные

производные).

(c) То же для параметризованной поверхности r(u, v)= (x(u, v),

y(u, v), z(u, v)) (через функции x, y, z и их частные производные).

(d) Теорема. Для разных параметризаций r, er : D→ R3 одной

непараметризованной поверхности и соответствующих матриц G, eG
римановой метрики поверхности r(D) = er(D) в точке r(u0, v0) =

= er(fu0, ev0) в базисах (ru, rv) и (eru, erv) выполнено eG = JT GJ, где J =

= (r−1 ◦er)′.

Напомним, что внутренней изометрией называется отображе-

ние поверхностей, сохраняющее длины всех кривых.

4. Теорема. Следующие три условия на отображение поверхно-

стей равносильны:

(I) отображение является внутренней изометрией.

(R) отображение переводит (точнее, его производная увлекает)

риманову метрику на второй в риманову метрику на первой.

(D) отображение сохраняет расстояния.

5. (a) Внутренняя изометрия (точнее, ее производная) сохраня-

ет длины касательных векторов.

(b) Внутренняя изометрия сохраняет углы между кривыми.

(c) Для поверхности Π и точки P∈Π определим функцию

f = fΠ,P : Π→ R формулой f (X) = |P, X |2,

где |P, X | –– расстояние по поверхности. Тогда f ′(P)= 0 и второй

дифференциал функции f совпадает с римановой метрикой.

6. (a) Для параметризованной поверхности r : D→R3 выразите

rk · rij через gij := ri · rj и их производные.

(b) Внутренняя изометрия сохраняет символы Кристоффеля.

(c) Теорема. При внутренней изометрии поверхностей парамет-

ризованные геодезические переходят в параметризованные геоде-

зические.

(Докажите без использования задачи ...b.)

(d) Теорема. При внутренней изометрии поверхностей семей-

ство векторов, параллельное вдоль некоторой кривой, переходит

в семейство векторов, параллельное вдоль ее образа.

(e) Теорема Egregium Гаусса. Внутренняя изометрия сохраняет

гауссову кривизну.
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Риманова метрика поверхности задается сопоставлением каж-

дой параметризации r : D→R3 куска этой поверхности семейства

матриц G= gij, в стандартном базисе (0, 1), (1, 0), билинейных форм

¯̄gX = ¯̄gX ,r : R2×R2 → R, X ∈ D,

определенных формулой

¯̄gX (a, b) = r′(X)a · r′(X)b.

(Формы ¯̄gX являются обратными r-образами r′(X)∗gr(X ) римановой

метрики поверхности r(D).) Эти матрицы должны быть связаны на

пересечениях кусков, как в задаче d. Заметим, что на всей поверх-

ности (например, на сфере или листе Мебиуса) риманову метрику

нельзя задать семейством матриц.

7. Пусть r : D→R3 –– параметризованная поверхность.

(a) Длина образа кривой γ= (u1, u2): [a, b]→D на r(D) равна

bÍ

a

s∑
i, j

giju
′
i
·u′

j
dt =

bÍ

a

q
¯̄gγ(t)(γ

′, γ′) dt =

bÍ

a

q
gr(γ(t))(r′γ′, r′γ′) dt.

В этой формуле пропущены аргумент t функций γ′, u1, u2 и аргумент

(u1(t), u2(t)) функций gij.

(b) Теорема. Матрица gij в точке (u1, u2) в стандартном базисе

есть матрица скалярных произведений (т. е. матрица Грама) базиса

(r1, r2): gij= ri · rj .

(c) det G = g11g22 − g2
12
> 0 в любой точке. Здесь и далее через

det G обозначается определитель матрицы gij (но не билинейных

форм gr(X ) или ¯̄gX = r′(X)∗gr(X ).)

(d) Теорема. Для разных параметризаций r, er одной непарамет-

ризованной поверхности и соответствующих матриц G, eG выполне-

но eG= JT GJ, где J= (r−1 ◦er)′.
(e) Пусть γ, β : [−1, 1]→ D –– параметризованные кривые, при-

чем γ(0)=β(0)= X . Тогда косинус угла между кривыми r ◦γ и r ◦β
в точке r(X) равен

∑
i, j

gij aib j

s
(
∑
i, j

gij aia j)(
∑
i, j

gij bib j )
=

¯̄gX (γ′, β ′)p
¯̄gX (γ′, γ′)¯̄gX (β ′, β ′)

=

=
gr(X)(r′γ′, r′β ′)

Æ
gr(X)(r′γ′, r′γ′)gr(X)(r′β ′, r′β ′)

.
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Здесь (a1, a2) := γ′(0) и (b1, b2) := β ′(0); γ′ и β ′ берутся в точке 0,

а r′, gij в точке X .

(f) |ru× rv |2=det G.

(g) Площадь поверхности r(D) равна
Í Í

D

Æ
det G(u,v) du dv.

Система координат экспоненциального отображения (точнее,

система координат, которой является экспоненциальное отображе-

ние) определена в § . и § ..

8. (a) Система координат экспоненциального отображения явля-

ется евклидовой в точке P, т. е. gP(u, v)=u · v и gX (u, v)′
X
|X=P =0 (или,

в ортонормированном базисе в касательной плоскости, gij(P) = δij

и g′
ij

(P)=0).

(b) Внутренняя изометрия сохраняет экспоненциальное отобра-

жение: если f : Π→Π1 –– внутренняя изометрия, то exp f (P)( f ′(P)u)=

= f (expP u).

9. (a) Существует предел, определяющий скалярную кривизну

(см. формулу перед задачей § ...a).

(b) В системе координат экспоненциального отображения τ=

=
∑
i,k

gii,kk.

(c) Найдите τ для данной поверхности r : D→Rm.

.. Оператор Вейнгартена (вторая квадратичная форма)

Оператором Вейнгартена (или оператором формы) коориенти-

рованной поверхности Π⊂R3 в точке P∈Π называется оператор

eqP = eqP,Π : TP → TP ,

Рис. . Оператор Вейнгартена



.. Оператор Вейнгартена (вторая квадратичная форма) 

определенный формулой

eqP(a) := −∂n/∂a = −(nγa(t))′
t
|t=0.

Здесь γa : [−1, 1]→Π –– такая кривая, что γa(0)= P и γ′
a
(0)=a. (Эта

деривационная формула Вейнгартена записывается также в виде

ni=−q1
i
r1− q2

i
r2.)

Оператором Вейнгартена поверхности называется семейство

операторов Вейнгартена во всех ее точках.

1. (a) Приведенное определение корректно, т. е. ∂n/∂a лежит

в TP и не зависит от выбора кривой γa.

(b) Найдите оператор Вейнгартена сферы и цилиндра (т. е. для

каждой точки найдите его матрицу в выбранном Вами базисе).

(c) Для заданной параметризации r : D→R3 поверхности r(D)

найдите матрицу оператора Вейнгартена в точке r(u, v) в базисе

ru(u, v), rv(u, v).

Второй квадратичной формой коориентированной непарамет-

ризованной поверхности Π⊂R3 в точке P∈Π называется билиней-

ная форма

qP = qP,Π : TP×TP → R,

определенная формулой

qP (a, b) := eqP (a) · b = −b · ∂n/∂a.

(Формально, ее лучше было называть второй билинейной формой).

Второй квадратичной формой поверхности называется семей-

ство вторых квадратичных форм во всех ее точках.

2. (a) Вторая квадратичная форма единичной сферы равна ее ри-

мановой метрике.

(b) Найдите вторую квадратичную форму цилиндра.

(c) Теорема. Пусть график функции z= f (x, y) касается плоско-

сти Oxy в начале координат O, т. е. f (0, 0)= fx(0, 0)= fy (0, 0)= 0.

Для этого графика матрица второй квадратичной формы в стан-

дартном базисе является гессианом

�
fxx(0, 0) fxy (0, 0)

fxy (0, 0) fyy (0, 0)

�
функции f .

(d) Для заданной параметризации r : D→R3 поверхности r(D)

найдите матрицу второй квадратичной формы в точке r(u, v) в ба-

зисе ru(u, v), rv(u, v).

3. Рассмотрим коориентированную поверхность Π⊂R3.
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(a) Проекция на нормаль n(P) в точке P=γ(0) ускорения γ′′(0)

параметризованной кривой γ на поверхности равна второй квадра-

тичной форме от вектора скорости этой кривой в точке P:

n(P) ·γ′′(0) = qP (γ′(0), γ′(0)).

(b) Определим отображение d(ǫ): Π→ R3 формулой d(ǫ)(P)=

= P+ǫn(P). Тогда

2qP (a, b) = lim
ǫ→0

d(ǫ)′
P

(a) ·d(ǫ)′
P

(b)−a ·b
ǫ

.

Вторая квадратичная форма коориентированной поверхности

задается сопоставлением каждой параметризации r : D→ R3 кус-

ка этой поверхности семейства матриц qij, в стандартном базисе

(0, 1), (1, 0), билинейных форм

¯̄qX = ¯̄qX ,r : R2×R2 → R, X ∈ D,

определенных формулой

¯̄qX (a, b) = qr(X )(r′(X)a, r′(X)b).

(Формы ¯̄qX являются обратными r-образами r′(X)∗qr(X ) второй квад-

ратичной формы поверхности r(D).) Эти матрицы должны быть свя-

заны на пересечениях кусков, как в задаче ...d.

4. Вычислите матрицу qij в стандартном базисе для

(a) r(u, v)= (cos u cos v, cos u sin v, sin u);

(b) r(u, v)= (a cos u cos v, a cos u sin v, c sin u);

(c) r(u, v)= ((2+ cos u) cos v, (2+ cos u) sin v, sin u);

(d) r(u, v)= ( f (u) cos v, f (u) sin v, sin u).

5. Теорема. Главные кривизны и направления в точке на поверх-

ности являются собственными числами и направлениями операто-

ра Вейнгартена в этой точке (или пары первой и второй квадратич-

ных форм gP и qP , т. е. корнями λ уравнения det(gP−λqP)=0).

Главными кривизнами и главными направлениями многомерной

поверхности вRm называются собственные значения и собственные

векторы ее оператора Вейнгартена (который определяется анало-

гично).

6. Сформулируйте и докажите аналоги известных Вам теорем

о главных кривизнах и направлениях для трехмерных поверхностей

в R4.



.. Билинейная форма Риччи 

7*. Пусть qij –– матрица второй квадратичной формы в стандарт-

ном базисе.

(a) Деривационные формулы Гаусса. rij =Γ
1
ij

r1+Γ
2
ij

r2+ qijn [Ra,

]. (Определение символов Кристоффеля Γk
ij

см. в задаче ..e.)

(b) Теорема Бонне. Две элементарные непараметризованные

поверхности в R3 объемлемо изометричны тогда и только тогда,

когда они имеют параметризации, индуцирующие одинаковые пер-

вые и вторые квадратичные формы (т. е. одинаковые римановы мет-

рики и операторы Вейнгартена) [Ra, § ].

Указание: примените теорему единственности для системы уравне-

ний, составленных из деривационных формул Гаусса и Вейнгартена.

Заметим, что реализуются не все пары форм, а только удовлетво-

ряющие уравнениям Гаусса и Петерсона-Кодацци [Ra, § , § ].

.. Билинейная форма Риччи

В этом пункте Π⊂Rm –– поверхность размерности n.

Билинейная форма Риччи описывает искажение объема при экс-

поненциальном отображении. Билинейной формой (тензором)

Риччи поверхности Π⊂Rm в точке P∈Π называется такая симмет-

ричная билинейная форма

ρ = ρP = ρP,Π : TP×TP → R,

что

V(expP(A)) = V(A)− 1
6

Í

A

ρP(u, u) du+O(hn+3)

при h=diam(A∪ P)→0, по измеримым множествам A⊂TP .

Или, эквивалентно, что для любого единичного n-мерного куба

A⊂TP с вершиной в P выполнено

V(expP (hA)) = hn− hn+2

6

Í

A

ρP(u, u) du+O(hn+3) при h→ 0.

Аналогичная формула справедлива с заменой куба A на любое изме-

римое множество A⊂TP и hn на hnV(A) (hn+2 и hn+3 не заменяются).

Билинейной формой Риччи поверхности называется семейство

билинейных форм Риччи во всех ее точках.

1. (a) Такая симметричная билинейная форма существует и един-

ственна.
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(b) В системе координат экспоненциального отображения ρkl=

=
∑

i

gii,kl.

(c) Внутренняя изометрия сохраняет билинейную форму Риччи.

(d) Найдите компоненты ρij для поверхности r : D→Rm в базисе

(ru, rv).

2. Для любой симметричной билинейной формыω : Rn×Rn→R
(a) существует и единственен такой оператор eω: Rn→Rn, что

eω(u) · v=ω(u, v) для обычного скалярного произведения в Rn.

(b) (n+ 2)

Í

Bn

ω(u, u) du= Vn tr eω= Vn

∑
i

ω(ei, ei), где Bn –– единич-

ный шар в Rn и Vn –– его n-мерный объем.

(c)
Í

A

ω(u, u) du=
1
3

tr eω+ 1
4

∑
i< j

ω(ei, e j), если куб A натянут на ор-

тонормированный базис e1, …, en.

Для линейно независимых u, v ∈ TP обозначим через 〈u, v 〉⊂ TP

двумерную плоскость в TP , натянутую на векторы u и v.

3. (a) Теорема. τ= tr eρ.

Здесь оператор eρ : TP → TP определен соотношением eρ(u) · v =
=ρ(u, v) для любых u, v ∈TP .

(b) 2ρΠ,P (u, u)=
∑

i

τexpP 〈u,ei〉,P , где |u|= 1 и e1, …, en−1 –– ортонор-

мированный базис в ортогональном дополнении к u в TP [BBB].

(c) Если e1, …, en –– ортонормированный базис в TP , то

τΠ,P =
∑
i< j

τexpP 〈ei,e j〉,P .

4*. Теорема. Для любой двумерной поверхности в Rm имеем

S(exp(A)) = S(A)− τ
12

Í

A

u2 du+ o(h4) при h = diam(A∪ P)→ 0

по измеримым множествам A ⊂ TP . Иными словами, билинейная

форма Риччи пропорциональна римановой метрике с коэффициен-

том τ/2: 2ρ(u, v)=τu · v [Gr, MF, Ra].

(Известное мне доказательство использует задачи ..a и ..a.

Было бы интересно найти прямое доказательство, ср. с задачами b

и a.)

.. Тензор кривизны Римана

В этом пункте Π⊂Rm –– поверхность размерности n.



.. Тензор кривизны Римана 

Пусть A⊂TP –– область с кусочно-гладкой границей ∂A, содержа-

щей точку P. Обозначим через σ(A): TP→ TP линейный оператор,

сопоставляющий вектору x∈TP вектор, полученный из x параллель-

ным переносом вдоль ориентированной кривой expP(∂A). Область

A считается настолько малой, что expP (∂A) определено.

Рис. . Оператор σ(A) и оператор секционной кривизны

Оператором секционной кривизны поверхности Π в точке P∈
∈Π, отвечающим паре u, v∈TP линейно независимых векторов, на-

зывается такой линейный оператор R(u, v)= R(u, v)P : TP→ TP , что

для параллелограмма Au,v , натянутого на u, v, имеем

σ(hAu,v) = E+h2R(u, v)+ o(h2) при h→ 0.

Здесь ориентированная кривая ∂(hAu,v) выходит из P в направлении

вектора u.

Если u и v линейно зависимы, то положим R(u, v)=0.

Для ориентированной двумерной поверхности Π и точки P ∈Π
обозначим через Rα

P
: TP→TP поворот на α относительно точки P.

В следующих задачах b и b надо, в частности, доказать, что

R(u, v) существует.

1. (a) Для n=2 имеем σ(hAu,v)=R
(1+o(1))S(exp(hAu,v ))

P .

(b) Для n=2 имеем R(u, v)P= (u∧ v)σP R
π/2
P .

(c) При параллельном переносе вдоль кривой, лежащей на дву-

мерной подповерхности в нашей поверхности, параллельность к под-
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поверхности касательного к поверхности вектора не обязательно со-

храняется.

(d)* u ·R(u, v)v=σexp〈u,v〉u∧ v. (Число σexp〈u,v〉 называется секци-

онной кривизной поверхности Π в точке P, отвечающей паре линей-

но независимых векторов u, v.)

2. (a) Верно ли, что для n=3 выполнено

R(u, v) = σexp〈u,v〉u∧ vR
π/2
P ◦pr,

где pr: TP→〈u, v〉 –– ортогональная проекция?

(b) Для стандартной сферы Sn
= {x2

0
+…+ x2

n
= 1} в точке (0, …

…, 0, 1) выполнено R(u, v)w= u(v ·w)− v(u ·w), где u, v, w –– каса-

тельные векторы к Sn.

3. (a)* Оператор R(u, v) секционной кривизны существует и един-

ственен.

(b) Он линейно зависит от u, v.

(d) Внутренняя изометрия сохраняет оператор секционной кри-

визны.

4. Теорема о симметриях тензора Римана.

(a) R(u, v) кососимметричен, т. е. [R(u, v)x] · y=−[R(u, v) y] · x.

(b) R(u, v) кососимметричен по u, v: R(u, v)=−R(v, u).

(c) Тождество Бьянки (алгебраическое).

R(u, v)x+R(v, x)u+R(x, u)v = 0.

(d) [R(u, v)x] · y= [R(x, y)u] · v.

5. Теорема. (a) Существует и единственно такое -линейное отоб-

ражение

RP = RP,Π : (TP)4 → R,

что

exp ′
P

(u)x ·exp ′
P

(u) y = x · y+ 1
3

RP(u, x, u, y)+ o(|u|2)

при любых постоянных x, y∈TP . Здесь exp′
P

(u): TP→Texp(u).

(c)* RP(u, x)v · y=RP (u, x, v, y).

(d) В системе координат экспоненциального отображения Rijkl=

= gij,kl.

(Это дает эквивалентное определение оператора секционной кри-

визны и, значит, тензора кривизны Римана, см. ниже. Именно так

его определял Риман [Ca, ., с. ].)



.. Тензор кривизны Римана 

(e) Найдите компоненты Rijkl для поверхности r : D→Rm в бази-

се (ru, rv).

6*. (a) [MF, Ra] Теорема. Следующие условия на n-мерную

поверхность вида r(D) равносильны:

() она изометрична некоторой части пространства Rn;

() параллельный перенос по замкнутому контуру переводит

каждый вектор в себя;

() все ее операторы секционной кривизны в любой точке нуле-

вые (или тензор кривизны Римана нулевой, см. ниже).

(b) Если на односвязной поверхности выполнено (), то поверх-

ность параллелизуема.

7*. (a) Теорема. Билинейная форма Риччи выражается через

оператор секционной кривизны (или равна свертке тензора кри-

визны Римана, см. ниже): ρ(u, v)=
∑

i

R(ei, u)v · ei, где e1, …, en ––

ортонормированный базис в TP .

(b) Теорема. Для трехмерной поверхности в Rm оператор секци-

онной кривизны (т. е. тензор кривизны Римана, см. ниже) выража-

ется через билинейную форму Риччи:

R(u, v)x = ρ(u, x)v−ρ(v, x)u+ (u · x)eρ(v)− (v · x)eρ(u)+

+
τ
2

[(v · x)u− (u · x)v].

Тензором кривизны Римана поверхности Π в точке P называ-

ется трилинейное отображение

RP = RP,Π : (TP)3 → TP ,

определенное формулой

RP(u, v, x) := RP (u, v)x.

Например, задача b означает, что для двумерной поверхности в Rm

тензор Римана выражается через секционную кривизну: RP (u, v, x)=

= (u∧ v)σP R
π/2
P (x). (Или, в системе координат экспоненциального

отображения, R1212 = σ3 det(gij); остальные компоненты нулевые

или равны ±R1212 ввиду симметрий тензора Римана.)

8. Вычислите компоненты Ri
jkl

на двумерной сфере в сфериче-

ских координатах.

Замечание. В определении оператора секционной кривизны (и не-

которых задачах этого, но не предыдущего, пункта) экспоненциаль-

ное отображение можно заменить на произвольное отображение
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f : A→Π (A⊂TP ), для которого f (tv)′
t
|t=0= v при любом v∈ A (ввиду

гладкости достаточно выполнения этого условия для базисных век-

торов). Например, на отображение, локально обратное проекции

на касательную плоскость.

Указания и решения к некоторым задачам

4.1.1. (a) Следует из задачи ...b, ср. с задачей ...

4.1.2. Ибо a · b= b ·a и a ·a= |a|2>0 для a 6=0.

4.1.3. (d) Ибо риманова метрика –– билинейная форма.

4.1.4. Часть «(R)⇒ (I)» вытекает из задачи a. Часть «(I)⇒ (R)»

вытекает из задачи a и тождества поляризации

2g(x, y) = g(x+ y, x+ y)− g(x, x)− g( y, y).

Часть «(I)⇒ (D)» вытекает из определения расстояния. Часть «(D)⇒
⇒ (R)» вытекает из задачи c.

4.1.5. (a) Пусть r : Π1→Π2 –– внутренняя изометрия, P ∈Π и X ∈
∈ TPΠ. Возьмем любую кривую γ : [0, 1]→Π, для которой γ(0)= P

и γ′(0)= ~PX . Тогда r′(P) ~PX = (r ◦γ)′(0). Так как r внутренняя изомет-

рия, то L(γ[0, t])= L((r ◦ γ)[0, t]). Дифференцируя по t это равен-

ство (по правилу дифференцирования интеграла из задачи ...b по

верхнему пределу) получаем |γ′(0)|= |(r ◦γ)′(0)|. Т. е. PX = |r′(P) ~PX |.
(b) Следует из (a) и задачи b.

(c) Используйте задачу ...a.

4.1.6. (a) Ответ. Знак скалярного произведения опускается.

2ririi = (gii)
′
i
, 2ririj = (gii)

′
j
, 2rirjj = 2(gij)

′
j
− (g jj)

′
i
, где i 6= j.

Другой способ: gij= rirj , значит 2rkrij= (gki)
′
j
+ (gkj)

′
i
− (gij)

′
k
.

(b) Следует из (a) и теоремы .

(с) Следует из (b) и теоремы ...e.

(d) Следует из (b) и теоремы ...c.

(e) Следует из (d) и теоремы ...e Гаусса––Бонне.

4.1.8. (a) Обозначим e := expP : TP→Π. Тогда gA(u, v)= e′
A

u · e′
A

v

для A, u, v ∈ TP . (Или, в координатах, gij,A= e′
A

ai · e′Aa j , где TP отож-

дествлено с Rn при помощи некоторого ортонормированного бази-

са a1, …, an.)

Так как e′(P)=id TP, то gP(u, v)=u ·v. (Или, в координатах, gij(0)=

=ai ·a j=δij.)
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Так как γu(t) := e(P+ut) –– геодезическая, то e′′
P

(u, u)=γ′′
u

(0)⊥TP

для любого u∈TP. Тогда e′′
P

(u, v)⊥TP для любых u, v ∈TP . Значит, для

u, v, w∈TP имеем

gP+w(u, v)′
w
= gP+wt(u, v)′

t
|t=0 = (e′

P+wt
u · e′

P+wt
v)′

t
|t=0 =

= e′′
P

(w, u) · e′
P

v+ e′
P

u · e′′
P

(w, v) = 0,

поскольку (e′
P+wt

)′
t
|t=0u= e′′

P
(w, u).

Замечание. То же доказательство равенства g′
ij
= 0 можно изло-

жить и координатно. Кривая γ(t) := e(at, bt, 0, …, 0) является геоде-

зической для любых a и b. Тогда

γ′′(t) · ek = (a2e11+2abe12+ b2e22) · ek = 0

для любого k. (Догадайтесь сами, что такое ek.) Отсюда e11 · ek =

= e12 · ek = e22 · ek = 0. Аналогично eij · ek = 0 для любых i, j, k. Тогда

в этом базисе (gij)
′
k
= (ei · e j)

′
k
= eik · e j+ e jk · ei=0.

Замечание. Равенство g′
ij

(P)=0 равносильно тому, что в ǫ-окрест-

ности точки P с точностью до o(ǫ) параллельный перенос комму-

тирует с экспоненциальным отображением, или ортогональности

оператора e′
u
.

4.1.9. (a) Возьмем ортонормированный базис v1, …, vn в TP . По-

скольку система координат экспоненциального отображения евкли-

дова (задача ...a), то gij(u)=δij+ o(|u|). Поэтому

q
det gij(u) =

Æ
1+ o1(|u|) = 1+ o2(|u|).

Значит,

VΠ,P (R) =

Í

B(R)

q
det gij(u) du = VnRn

+ o(Rn+1).

Ввиду бесконечной дифференцируемости функции VΠ,P (R) получа-

ем требуемое.

(b) Аналогично, начиная с равенства

gij(u) = δij+
∑
k,l

gij,klukul+ o(|u|2).

См. детали в решении задачи ...b; используйте ...b.

(c) Используйте (b).

4.2.3. (a) Доказано в задаче ...b.

4.3.1. Возьмем ортонормированный базис v1, …, vn в TP .
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(a) Аналогично задаче ...a
Æ

det gij(u)=1+ o(|u|). Так как

V(exp(A)) =

Í

A

q
det gij(u) du,

то ввиду бесконечной дифференцируемости функции V(exp(hA))

получаем требуемое.

(b) Поскольку система координат экспоненциального отображе-

ния евклидова (задача ...a), то gij(u)=δij+Rij(u, u)+ o(|u|2), где

Rij –– квадратичная форма по u (точнее, Rij(u, u)=
∑
k,l

gij,klukul). По-

этому
q

det gij(u) =
s

1+2
∑

i

Rii(u, u)+ o1(|u|2) = 1+
∑

i

Rii(u, u)+ o2(|u|2).

Так как V(exp(A)) =

Í

A

q
det gij(u) du, то формула из определения

билинейной формы Риччи будет верна, если положить ρ(u, v) :=

:=
∑

i

Rii(u, v)=
∑
i, j,k

gii,klukvl.

(c) Очевидно по определению. А также следует из (b).

(d) Используйте (b).

Замечание к (a). Используем указание к задаче ...a. Поскольку

система координат экспоненциального отображения евклидова, то

по формуле Тейлора e′
u
vi= vi+

e′′′
u

(u, u, vi)

2
+ o(|u|2),

2Rij(u, u) = vj · e′′′u
(u, u, vi)+ vi · e′′′u

(u, u, vj)

и

2ρ(u, u) =
∑

i

vi · e′′′u
(u, u, vi).

Объясним смысл выражения e′′′
u

(u, u, vi). Обозначим через [L, L′]
векторное пространство линейных операторов из векторного про-

странства L в векторное пространство L′ (все векторные простран-

ства рассматриваются над R). Тогда e′ : TP → [TP , TP ] (e′ не обяза-

тельно линейно). Значит, e′′
u

: TP → [TP , TP ] –– линейный оператор,

или отображение e′′
u

: TP × TP → TP , линейное по второму аргумен-

ту. Тогда e′′ : TP→ [TP , [TP , TP ]] (e′′ не обязательно линейно). Поэто-

му e′′′
u

: TP → [TP , [TP , TP ]] –– линейный оператор, или отображение

e′′′
u

: (TP)3→TP , линейное по второму и третьему аргументам.

4.3.3. (a) Следует из b.



.. Тензор кривизны Римана 

(c) Следует из (a, b).

4.3.4. Из задач ..b и ..a вытекает ρ=σg, т. е. eρ=σ id. От-

сюда и из τ= tr eρ (a) получаем τ=2σ и 2ρ=τg.

4.4.1. (a) По определению секционной кривизны (§ .) и опера-

тора σ(A).

(b) Следует из (a) и

S(exp(hAu,v)) = (1+ o(1))S(hAu,v) = h2u∧ v+ o(h2).

(c) Рассмотрите сферу в R3 (или окружность в R2).

4.4.3. (a) Возьмем «естественную» кривую

γ : [0, 4h]→ D,

для которой

γ(0) = γ(4h) = P и γ[0, 4h] = expP (h∂Au,v).

Обозначим через w(t)=
∑

i

ai(t)ri(γ(t)) результат переноса вектора

w(0) вдоль отрезка γ[0, t]. Далее пропускаем аргумент t функций

w(t), a(t), γ(t) и их производных, а также аргумент γ(t) отображе-

ний ri и dri= r′
i
. Далее штрих обозначает производную по t.

Напомним, что r′
i
(γ(t)): Rn→Tγ(t) –– линейный оператор. Для лю-

бого j имеем

0 = w′ · rj =
∑

i

[a′
i
ri · rj+ai(r′

i
γ′) · rj].

Для фиксированной параметризации r это уравнение параллельно-

го переноса можно представить в виде a′= Fγ(γ′)a, где FP(x): Rn→

→ Rn –– линейный оператор. Тогда w(1) = exp
�
−

4hÍ

0

Fγ(γ
′) dt

�
w(0).

Имеем

4hÍ

0

Fγ(γ′) dt =

=

hÍ

0

Fvh−vt(v) dt+

hÍ

0

Fuh+vh−ut(u) dt−
hÍ

0

Fuh+vt(v) dt−
hÍ

0

Fut(u) dt.

Теперь нужное утверждение получатся путем взятия начальных чле-

нов ряда Тейлора экспоненты оператора и оператора FP(x).
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(b) σ(hAu1+u2,v )=σ(hAu1,v )σ(hAu2,v).

(d) Используйте инвариантность параллельного переноса при

внутренней изометрии.

4.4.4. (a) Следует из ортогональности оператора σ(A).

(b) Имеем σ(hAv,u)σ(hAu,v)= E. Разлагая с точностью до o(h2),

получаем требуемое.

(d) Следует из (abc).

4.4.5. (a) Следует из евклидовости метрики.

(d) Следует из (a,c).

(e) Используйте (d).

4.4.7. (a) Следует из задач cd и ...b.

(b) Вытекает из (a).

4.4.8. Используйте b.
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.. Примеры тензорных полей

Собираются, стягиваются с разных мест вызывае-

мые предметы, причем иным приходится преодолевать

не только даль, но и давность...

В. Набоков. «Королек»

Векторным полем на поверхности Π называется семейство каса-

тельных векторов vP ∈TP , P∈Π, непрерывное по P.

1. (a) На сфере без северного и южного полюсов задано вектор-

ное поле. При стереографической проекции из северного полюса

(точнее, при отображении, индуцированном этой проекцией) это

поле переходит в постоянное векторное поле на плоскости. Пере-

ходит ли это поле в постоянное векторное поле на плоскости при

стереографической проекции из южного полюса?

(b) Найдите координаты (в выбранной Вами системе координат)

векторного поля на единичной сфере без северного полюса, которое

при стереографической проекции из северного полюса переходит

в постоянное векторное поле (0, 1) на плоскости z=1.

Операторным полем на поверхности Π называется семейство

линейных операторов AP : TP→TP , P∈Π, непрерывное по P.

Ковекторным полем на поверхности Π называется семейство ко-

векторов (=линейных функционалов) ϕP : TP→R, P∈Π, непрерыв-

ное по P.

Полем билинейных отображений (=форм) на поверхности Π на-

зывается семейство билинейных отображенийωP : TP×TP→R, P∈Π,

непрерывное по P.

Полем k-линейных отображений (=форм) на поверхности Π на-

зывается семейство k-линейных отображений ωP : (TP)k→R, P ∈Π,

непрерывное по P.

Более точно, определенные выше векторные поля называются

касательными векторными полями. Аналогичное замечание спра-

ведливо для операторных и других рассматриваемых полей.

2. Существует ли на стандартном торе в R3 поле

(a) ненулевых векторов?
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(b) ненулевых ковекторов?

(с) невырожденных операторов?

(d) положительно определенных симметричных билинейных

форм?

(e) невырожденных кососимметричных билинейных форм?

(f)* операторов IP : TP→TP , для которых I2
P
=−E?

3. (abcdef) То же, что и в задаче , но для листа Мебиуса.

4. (a)* Теорема (о еже). На сфере S2 не существует (касательно-

го) векторного поля из ненулевых векторов.

(b) Выведите из (a), что на сфере S2 не существует ковекторного

поля из ненулевых ковекторов.

(def) То же, что в задаче def, но для сферы S2.

Обозначим трехмерную единичную сферу через

S3 := {(x, y, z, w) ∈ R4 | x2
+ y2

+ z2
+w2

= 1}.

5. (abef) То же, что в abef, но для S3, плюс

(g) невырожденных трилинейных форм;

(h) невырожденных векторных произведений.

.. Ковариантное дифференцирование функций

0. Для функции f : R2→R напишите определения частной про-

изводной, производной в направлении вектора (a, b), градиента

и производной –– все в точке (x0, y0). Имеют ли эти определения

смысл для функции f : S2→R?

Здесь и далее Π⊂Rm –– поверхность и f : Π→R –– функция.

Для P ∈Π и u∈ TP через γu=γu,P : [−1, 1]→Π обозначается про-

извольная кривая, для которой γu(0)= P и γ′
u
(0)=u.

Производной функции f : Π→R в точке P∈Π по направле-

нию касательного вектора u∈TP (точнее, по касательному векто-

ру u∈TP) называется число

(∇u f )P := [ f (γu(t))]′
t
|t=0.

1. (a) Приведенное определение производной корректно, т. е. не

зависит от выбора кривой γu. (Рекомендую сначала решить следую-

щие пункты в предположении корректности.)

(b) Зададим функцию f : S2→R формулой f (P)= sin∠POZ, где

Z= (0, 0, 1) и O= (0, 0, 0). Найдите производную этой функции в точ-

ке (x, y, z)=
�

1
2

, 0,

p
3

2

�
по направлению касательного вектора (0, 1, 0).
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(c) ∇u( f1+ f2)=∇u f1+∇u f2.

(d) ∇u( fg)= (∇u f )g+ f∇u g.

(e) Пусть r : D → Π –– параметризация поверхности. Выразите

(∇u f )P через координаты (a, b) вектора u в базисе (rx , ry).

Производной (=дифференциалом) функции f : Π→R назы-

вается поле ∇ f ковекторов

{(∇ f )P}P∈Π, заданных формулой (∇ f )P(u) := (∇u f )P .

2. (a) Отображение (∇ f )P : TP → R действительно является ли-

нейным функционалом, т. е.

(∇ f )P(λa+µb) = λ(∇ f )P(a)+µ(∇ f )P(b).

(b) Найдите координаты производной функции из задачи b в про-

извольной точке P сферы и некотором базисе в T∗
P

(выберите и ука-

жите базис сами).

(c) ∇( f1+ f2)=∇ f1+∇ f2.

(d) ∇( fg)= (∇ f )g+ f∇g.

(e) Пусть r : D→Π –– параметризация поверхности. Найдите ко-

ординаты линейного функционала (∇ f )P в базисе (rx , ry)P .

(f) Пусть ϕ : D→D –– замена координат. Выразите базис (ϕ ◦ r)x,

(ϕ ◦ r)y через производную отображения ϕ и базис rx , ry .

(g) Как преобразуются координаты производной при замене ко-

ординат ϕ : D→D?

3. (a) Существует единственный касательный вектор градиента

(grad f )P в точке P, для которого (∇u f )P=u · (grad f )P при любом u.

(b) Запишите градиент функции в полярных координатах в R2,

в сферических координатах на сфере S2 и в сферических координа-

тах в R3 (соответственно для функций R2→R, S2→R и R3→R).

(c) Направление наибольшего роста функции в некоторой точке

задается вектором ее градиента в этой точке.

(d) Линией уровня функции f : Π→R называется множество f −1(c),

где c∈R. Градиент перпендикулярен линии уровня.

(e) Как преобразуются координаты градиента при замене коор-

динат?

(f) Запишите в произвольной системе координат формулу для

производной функции f в направлении вектора градиента функ-

ции g.
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.. Коммутатор векторных полей

Пусть u и v –– векторные поля на плоскости (или в Rn, или на n-

мерной поверхности в Rm). При каких условиях существует система

координат r : R2→R2 (или r : R2→Π), для которой эти поля явля-

ются координатными (т. е. u(r(X))= r′
X

(1, 0) и v(r(X))= r′
X

(0, 1))?

Решение этой просто формулируемой, но важной задачи приводит

к следующему понятию.

Коммутатором векторных полей u и v на поверхности Π назы-

вается такое векторное поле [u, v], что

∇u∇v f −∇v∇u f = ∇[u,v] f для любой функции f : Π→ R.

1. (a) Такое поле [u, v] существует и единственно.

(b) Коммутатор обладает свойствами

• [u, v]=−[v, u],

• [λu, v]=λ[u, v] и

• [u1+u2, v]= [u1, v]+ [u2, v].

(c) Векторное поле v в Rn с декартовыми координатами (x1, …

…, xn) называется линейным, если v i(x1, …, xn)= Ai
k

xk, где A –– неко-

торая постоянная матрица. Докажите, что коммутатор линейных

векторных полей есть снова линейное векторное поле, и выразите

его матрицу через матрицы исходных полей.

(d) Найдите выражение для коммутатора в произвольных коор-

динатах.

2. Пусть u1 и u2 –– векторные поля на Rn.

(a) Обозначим через

• a1(t) интегральную кривую поля u1, для которой a1(0)= P,

• a2(t) интегральную кривую поля u2, для которой a2(0)= P,

• b1,s(t) интегральную кривую поля u1, для которой b1,s(0)=a2(s),

• b2,t(s) интегральную кривую поля u2, для которой b2,t(0)=a1(t).

Докажите, что [u1, u2]= 0 тогда и только тогда, когда b1,s(t)=

= b2,t(s) для любых P∈Rn и достаточно малых t, s∈R.

(b) Система координат r : Rn→Rn, для которой

u1(r(X)) = r′
X

(1, 0, 0, 0, …, 0), u2(r(X)) = r′
X

(0, 1, 0, 0…, 0) и т. д.

существует тогда и только тогда, когда все эти векторные поля ui ли-

нейно независимы в каждой точке и все их попарные коммутаторы

нулевые.

3. (a) Пусть u, v –– векторные поля на Rm, касающиеся поверх-

ности Π⊂Rm. Тогда векторное поле [u, v] тоже касается поверхно-
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сти Π и его ограничение [u, v]|Π на Π совпадает с полем [u|Π, v|Π],

где u|Π и v|Π –– ограничения на Π полей u и v.

(b) На единичной сфере S3 рассмотрим векторные поля

u = (−y, x,−w, z), v1 = (−w,−z, y, x) и v2 = (−w, z,−y, x).

Вычислите коммутаторы [u, v1] и [u, v2].

4. (a) Любое ли ненулевое векторное поле на Rm можно «выпря-

мить», т. е. найти систему координат, в которой компоненты этого

поля будут постоянны?

(b) А ковекторное?

(с)* Пусть A –– операторное поле на Rn. Каждой паре векторных

полей u, v на Rn сопоставим векторное поле

N(u, v) = A2[u, v]− A[Au, v]− A[u, Av]+ [Au, Av].

Ясно, что отображение N : TP×TP→TP является билинейным. Дока-

жите, что если существует система координат, в которой матрицы

операторов семейства A одинаковы, то N=0.

5. (a) Приведите пример двух коммутирующих векторных полей

на S3, линейно независимых во всех точках.

(b)* Любые три попарно коммутирующие векторные поля на трех-

мерной сфере S3 линейно зависимы в некоторой точке сферы S3.

.. Ковариантное дифференцирование векторных полей

Обозначим через prTP
ортогональную проекцию на касательную

плоскость TP .

Ковариантной производной векторного поля v на поверхно-

сти Π в точке P∈Π по направлению касательного вектора u∈TP

называется вектор

(∇uv)P := pr TP
(vγu(t))′

t
|t=0.

1. (b) Найдите ковариантную производную векторного поля

v(r,ϕ) = (cosϕ,−(sinϕ)/r)

на плоскости в точке (0, 2) в направлении вектора (1, 1).

(a, c, d, d, e, e, g) Сформулируйте и докажите аналоги задач

...a, c, d, e, g для векторных полей.

У задачи d два аналога:

∇u( fv) = (∇u f )v+ f∇uv и ∇u(v1 · v2) = (∇uv1) · v2+ v1 ·∇uv2.



 Глава . Ковариантное дифференцирование

Формулу, аналогичную e, найдите

(e) при условии gij=δij в данной точке.

(e) для общего случая.

(f) Даны линейно независимые вектора u, v и x в R3. Выразите

через их попарные скалярные произведения коэффициенты разло-

жения по базису u, v ортогональной проекции вектора x на плос-

кость, содержащую вектора u и v.

2. (a) Кривая на поверхности является геодезической тогда и толь-

ко тогда, когда равна нулю ковариантная производная вектора ее

скорости вдоль нее.

(b) Семейство векторов является параллельным вдоль кривой на

поверхности тогда и только тогда, когда ковариантная производная

этого семейства вдоль этой кривой равна нулю.

(c) [u, v]=∇uv−∇v u.

3. (a) Если риманова метрика локально евклидова (см. опреде-

ление в задаче ...a), то ∇u∇v w−∇v∇uw=∇[u,v]w.

(b)* R(u, v)w=∇v∇uw−∇u∇v w+∇[u,v]w (см. определение тен-

зора Римана в § .).

(с) Для поверхности r : D→Π найдите компоненты Ri
jkl

тензора

Римана в базисе (rx , ry).

Ковариантной производной векторного поля v на поверхно-

сти Π называется семейство линейных операторов

(∇v)P : TP → TP , заданных формулой (∇v)P(u) := ∇uv.

4. (b) Найдите ковариантную производную векторного поля

v(r,ϕ) = (cosϕ,−(sinϕ)/r)

на плоскости.

(a, c, d, d, e, e, g) Сформулируйте и докажите аналоги задач

...a, c, d, e, g для векторных полей.

.. Ковариантное дифференцирование тензорных полей

Пусть γ : [a, b]→ Π –– параметризованная кривая на поверхно-

сти Π. Операторное поле A(t): Tγ(t)→ Tγ(t) называется параллель-

ным вдоль данной кривой (в смысле Леви-Чивита), если для лю-

бого векторного поля v(t) ∈ Tγ(t), параллельного вдоль кривой γ,

векторное поле A(v(t)) параллельно вдоль кривой γ.



.. Ковариантное дифференцирование тензорных полей 

0. (a) Придумайте пример касательного операторного поля, па-

раллельного вдоль любой кривой.

(b) Для любых точки P ориентированной единичной сферы в R3

и касательного вектора v в этой точке обозначим через R
π/2
P (v) век-

тор, полученный из v поворотом в касательной плоскости на π/2

в положительном направлении. Тогда операторное поле R
π/2
P парал-

лельно вдоль любой кривой на сфере.

(с) Сформулируйте и докажите аналоги теорем из § . для опе-

раторных полей.

Пусть u, v ∈TP –– касательные векторы. Здесь и далее vu(t)∈Tγu(t) ––

касательное векторное поле, параллельное вдоль кривой γu, для ко-

торого vu(0)= v.

Ковариантной производной операторного поля A на поверх-

ности Π в точке P∈Π по направлению u∈TP называется опера-

тор, сопоставляющий вектору v вектор

(∇u A)P(v) := prTP
[Aγu(t)(vu(t))′

t
|t=0].

Ковариантной производной операторного поля A на поверхности

Π называется семейство билинейных отображений

(∇A)P : TP ×TP → TP ,

заданных формулой

(∇A)P(u, v) := (∇u A)(v).

1. (b) Для любых точки P = (x, y, z) ориентированной единич-

ной сферы вR3 и касательного вектора v в этой точке обозначим че-

рез AP (v) вектор, полученный из xv поворотом в касательной плос-

кости на π/2 в положительном направлении. Найдите ковариант-

ную производную операторного поля A на сфере в точке (1, 0, 0) по

направлению вектора (0, 1, 0).

(a, c, d, d, e, e, g) Сформулируйте и докажите аналоги задач

...a, c, d, d, e, e, g для операторных полей.

(f) Формула Лейбница. Если v –– векторное поле (не обязатель-

но параллельное вдоль кривой γu), то (∇u A)P (vP)= [∇u(A(v))]P −
− AP ([∇uv]P). Напомним, что [∇u(A(v))]P=pr TP

[Aγu(t)(vγu(t))′
t
|t=0].

2. (a, c, d, d, e, e, g) Сформулируйте и докажите аналоги за-

дач ...a, c, d, d, e, e, g для операторных полей. В e, e обяза-

тельно укажите базис!
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3. (a) Дайте определение параллельности ковекторного поля

вдоль кривой на поверхности.

(b) Сформулируйте и докажите аналоги теорем из § . для ко-

векторных полей.

Ковариантной производной ковекторного поля ϕ на поверх-

ности Π называется поле (∇ϕ)P : TP × TP →R (P ∈Π) билинейных

отображений, заданных формулой

(∇ϕ)P(u, v) = (∇uϕ)P(v) := ϕγu(t)(vu(t))′
t
|t=0.

4. (b) Найдите матрицу (с указанием базиса) ковариантной про-

изводной ковекторного поля, являющегося производной функции

f (x, y, z)= x на сфере x2
+ y2

+ z2
=1 в произвольной точке сферы.

(a, c, d, d, e, e, g) Сформулируйте и докажите аналоги задач

a, c, d, d, e, e, g для ковекторных полей.

5. Формула Лейбница. Если v(t)∈Tγ(t) –– произвольное векторное

поле (не обязательно параллельное вдоль кривой γu), для которого

v(0)= v, то

(∇uϕ)(v) = ϕγu(t)(v(t))′
t
|t=0−ϕP(prTP

v′(0)).

6. (a) Дайте определение параллельности поля билинейных форм

вдоль кривой на поверхности.

(b) Сформулируйте и докажите аналоги теорем из § . для полей

билинейных форм.

Ковариантной производной поля ω билинейных отображе-

ний на поверхности Π называется семейство трилинейных отобра-

жений (∇ω)P : TP×TP ×TP→R (P∈Π), заданных формулой

(∇ω)P(u, v, w) = (∇uω)P(v, w) := ωγu(t)(vu(t), wu(t))′
t
|t=0.

7. (b) Найдите какой-нибудь ряд (из трех элементов) трехмер-

ной матрицы (с указанием базиса) ковариантной производной би-

линейной формы x1 x2 dx3∧dx4 на сфере x2
1
+ x2

2
+ x2

3
+ x2

4
=1 в точке

(0, 0, 0, 1) сферы. По определению, эта билинейная форма сопостав-

ляет паре касательных векторов (a, b) в точке (x1, x2, x3, x4) сферы

число x1 x2(a3b4−a4b3).

(a, c, d, d, e, e, g) Сформулируйте и докажите аналоги задачи

a, c, d, d, e, e, g для полей билинейных отображений.

(h) Найдите значение формы ϕdϕ∧dθ на паре касательных век-

торов (a, b, c) и (a′, b′, c′) в точке
�

0,
1p
2

,
1p
2

�
единичной сферы вR3.



.. Общее понятие тензора 

Симметризацией поляψP : TP×TP→R билинейных отображений

называется поле билинейных отображений (Altψ)P : TP × TP → R,

определенных формулой 2(Altψ)P (u, v) :=ψP(u, v)−ψP(v, u).

8. (a) Система дифференциальных уравнений
∂ f

∂x i =ϕi(x1, …, xn),

i=1, 2, …, n, разрешима тогда и только тогда, когда Alt(∇ϕ)=0 (где

ϕ рассматривается как ковекторное поле).

(b) Выведите формулу для Alt(∇ϕ) в произвольных координатах.

(c) Alt(∇ϕ)=∇u(ϕ(v))−∇v(ϕ(u))−ϕ([u, v]).

Дифференциалом поляω дифференциальных k-форм (=кососим-

метричных k-линейных отображений) называется поле dω диффе-

ренциальных (k+1)-форм, определенных формулой

(dω)P(u0, …, uk) := Σσ∈Sk+1
(−1)sgnσ(∇ω)P(uσ(0), …, uσ(k)).

9. (a) dϕ=Alt(∇ϕ) для ковекторного поля ϕ.

(b) Выведите формулу для dω в произвольных координатах.

.. Общее понятие тензора

Тензором типа (p, q) на линейном пространстве V (над R) на-

зывается полилинейное отображение V p× (V∗)q→R.

1. Найдите размерность линейного пространства всех кососим-

метрических тензоров на n-мерном линейном пространстве. Тензор

называется кососимметрическим, если как при перестановке любых

двух аргументов из V p, так и при перестановке любых двух аргумен-

тов из (V ∗)q, его значение меняет знак.

2. (a) Линейное пространство всех линейных отображений V p→
→ V q канонически (т. е. независимо от выбора базиса) изоморфно

линейному пространству тензоров типа (p, q) на V , где V 0 :=R.

Каноничность изоморфизма означает независимость от выбора

базиса. Из каноничности следует наличие изоморфизма не только

для одного V , а даже для семейства –– например, для семейства ка-

сательных пространств к поверхности в Rm.

(b) Смешанное произведение вR3 является тензором типа (3, 0).

Векторное произведение в R3 переходит в тензор типа (2, 1) при

изоморфизме из (a). Последний тензор также называют векторным

произведением.

(c) Операция опускания и поднимания индексов. Для любого ли-

нейного подпространства V ⊂Rm линейное пространство всех тен-



 Глава . Ковариантное дифференцирование

зоров типа (p, q) на V канонически изоморфно линейному про-

странству всех тензоров типа (p−1, q+1) на V .

(d) Смешанное произведение переходит в векторное при изо-

морфизме из (c) (т. е. эти тензоры связаны операцией опускания

и поднимания индексов).

(e) Обозначим через T n
m

линейное пространство всех тензоров

типа (m, n). Линейное пространство всех линейных отображений

T n
m
→ T q

p
канонически изоморфно линейному пространству T y

x
для

некоторых x, y.

Базисом в V ∗, двойственным к базису e1, …, en в V , называется

набор ковекторов f 1, …, f n, определенных формулами f i(e j)=δij.

3. Это действительно базис в V ∗.

Компонентами тензора T : V p× (V ∗)q→R в базисе e1, …, en в V

называется массив чисел

T
j1,…, jq

i1,…,ip
(e1, …, en) := T(ei1

, …, eip
, f j1 , …, f jq ),

где f 1, …, f n –– базис в V∗, двойственный к базису e1, …, en в V .

4. (a) Выпишите компоненты смешанного и векторного произ-

ведений в стандартном базисе в R3.

(b) Для любого набора компонент существует и единственен со-

ответствующий тензор.

5. Обозначим через e1, …, en базис в линейном пространстве V

и через f 1, …, f n двойственный базис в V ∗. Для базиса e1, …, en в V

тензор T : V p× (V∗)q→R обозначается
∑

i1,…,ip, j1,…, jq

T(ei1
, …, eip

, f j1, …, f jq ) f i1⊗…⊗ f ip⊗ e j1
⊗…⊗ e jq

.

(a) Найдите значение тензора f 1 ⊗ e2 + f 2 ⊗ (e1 + 3e3) на паре

e1+5e2+4e3, f 1
+ f 2

+ f 3.

(b) Найдите компоненты тензора f 1⊗ f 2⊗ e1+ f 1⊗ f 2⊗ e2 в ба-

зисе (ee1, ee2) := (e1, e2)

�
1 1
2 3

�
.

(c) Как меняются компоненты тензора типа (p, q) при замене

базиса с матрицей A?

6. Пусть f : Π→R –– гладкая функция на поверхности вR3, P∈Π и

f ′(P)=0. Докажите, что вторые частные производные (∂2 f /∂x i∂x j)|P
являются компонентами некоторого тензора ранга 2 и определить

тип этого тензора.



.. Общее понятие тензора 

7. Дайте определение параллельности вдоль кривой на поверх-

ности и ковариантной производной поля

(a) k-линейных отображений. (b) тензоров типа (p, q).

8*. ∇mRi
jkl
+∇k Ri

jlm
+∇l R

i
jmk
=0 (см. определение тензора Рима-

на в § .).

9. (a, c, d, d, e, e, g) Сформулируйте и докажите аналоги за-

дач ... a, c, d, d, e, e, g для тензоров типа (p, q).

Указания и решения к некоторым задачам

..a, a и a. Ответ: Да.

Указание к пунктам (b) всех задач из § .. Если {vP } векторное

поле, то ковекторное поле можно определить формулой ϕP (u):=u ·vP.

Указание к пунктам (c) всех задач из § .. Да, AP (v) := v.

Указание к пунктам (d) всех задач из § .. Да, BP(u, v) :=u · v.

5.1.2.e, e. Да. Возьмите ориентированную площадь.

5.1.2.f, f. Да. Возьмите поворот касательной плоскости на π/2

для выбранной ориентации тора или сферы.

5.1.3.ef, e. Ответ: Нет.

5.1.2., . Постройте два или три векторных поля, линейно неза-

висимых в каждой точке. Тогда нужные объекты достаточно постро-

ить в одной точке.

5.2.1. Обозначим γu(t)= r(a(t), b(t)), a= a′(0), b= b′(0). Тогда

(∇u f )P= [ f (r(a(t), b(t)))]′
t
|t=0.

(e) Ответ: если

u = arx+ bry , то (∇u f )P = a( f ◦ r)x |r−1(P)+ b( f ◦ r)y|r−1(P).

5.2.2. (e) Ответ: (∇ f )P= (( f ◦ r)x|r−1(P), ( f ◦ r)y|r−1(P)).

(g) От производной требуется только то, что она является ковек-

тором. Используйте предыдущий пункт.

5.3.5.b. Иначе S3∼
=S1×S1×S1.

5.4.1. (e) Пусть vr(x, y) = p(x, y)rx(x, y) + q(x, y)ry(x, y) –– век-

торное поле на поверхности r(x, y) и γu(t)= r(a(t), b(t)). Тогда

u = rx a′(0)+ ryb′(0)
и ∇uv = rx

�
[vr(a(t),b(t))]

′
t
|t=0 · rx

�
+ ry

�
[vr(a(t),b(t))]

′
t
|t=0 · ry

�
.
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(e) Аналогично (e) используя (f). Или используйте (e) и (g).

(g) От производной требуется только то, что она является опера-

тором. Используйте закон изменения базиса в касательном простран-

стве при замене переменных на поверхности (т. е. задачу ...f).

5.4.3.c. Используйте (b).

Общее указание к .. Аналогично результатам о ковариантном

дифференцировании функций и векторных полей.

5.5.4.e, e, e, e. Используйте уравнение параллельного пе-

реноса векторных полей.



Глава . Обобщение на римановы многообразия

(набросок)

.. Элементы гиперболической геометрии Лобачевского

Назовем плоскостью Лобачевского половинку z¾0 двуполостно-

го гиперболоида z2
= x2

+ y2
+ 1. Назовем прямыми Лобачевского

сечения этой половинки плоскостями, проходящими через начало

координат.

1. (a) Через точку плоскости Лобачевского, не лежащую на дан-

ной прямой Лобачевского, проходит более одной прямой Лобачев-

ского, не пересекающей данной прямой Лобачевского.

(b) Через любые две точки плоскости Лобачевского проходит

ровно одна прямая Лобачевского.

(c) Для любой кривой (x(t), y(t), z(t)) на плоскости Лобачевско-

го xt(t)2
+ yt(t)2− zt(t)2>0.

Длиной Лобачевского кривой (x(t), y(t), z(t)), t ∈ [a, b], на плос-

кости Лобачевского называется число

bÍ

a

Æ
xt(t)2+ yt(t)2− zt(t)2 dt.

(Или, выражаясь научно, назовем римановой метрикой Лобачевско-

го сужение псевдоримановой метрики ds2
= dx2

+ dy2− dz2 в R3 на

плоскость Лобачевского.)

Далее риманова метрика gij записывается в виде ds2
= gij dx i dx j.

2. (a) Плоскость Лобачевского изометрична верхней полуплос-

кости с римановой метрикой Лобачевского ds2
=−4

dw dw̄

(w− w̄)2 (мо-

дель Пуанкаре в верхней полуплоскости). Далее плоскостью Лоба-

чевского называется верхняя полуплоскость с римановой метрикой

Лобачевского.

(b) Плоскость Лобачевского инвариантна относительно преоб-

разований p(w)=w+a и q(w)=−1/w.

(c) ch |z1, z2|=1+
|z1− z2|2

2Imz1Imz2
.

Указание: точки z1 и z2 переводятся изометрией в точки с одина-

ковыми абсциссами.
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(c) Выведите теорему Пифагора для плоскости Лобачевского:

ch c= ch a ch b.

Указание: можно считать C= i, A= ki и B= cosϕ+ i sinϕ.

(d) Окружность Лобачевского является евклидовой окружностью.

(e)* Найдите длину окружности Лобачевского радиуса R.

Указание: движением плоскости Лобачевского центр окружно-

сти можно перевести в центр модели Пуанкаре в круге, затем найти

связь евклидова радиуса и радиуса Лобачевского...

(f)* Сфера, плоскость и плоскость Лобачевского попарно локаль-

но не изометричны.

(g)* Любая внутренняя изометрия метрики Лобачевского, со-

храняющая ориентацию, является дробно-линейным преобразова-

нием f (z)=
az+ b

cz+d
с определителем ad− bc= 1 (и вещественными

a, b, c, d).

.. Геометрия на римановых многообразиях

Римановым многообразием (локальным) называется пара (M , g)

из открытого множества в Rn и поля невырожденных симметрич-

ных билинейных форм g на нем.

Это поле называется римановой метрикой.

При этом изометрического вложения M⊂Rm не задано!

Длины кривых и площади определяются через риманову метрику

формулами, полученными ранее в § ..

Касательным пространством TP в точке P ∈M называется про-

странство Rn.

Скалярная кривизна, геодезические, экспоненциальное отображе-

ние, тензор Риччи, ковариантное дифференцирование функций, ка-

сательные векторные и тензорные поля на (M , g) определяются до-

словно так же, как для поверхностей в Rm.

1. Вычислите скалярную кривизну в точках

(a) плоскости Лобачевского, т. е. верхней полуплоскости с рима-

новой метрикой ds2
=−4

dwdw̄

(w− w̄)2 .

(b) плоскости с римановой метрикой ds2
=λ(x, y)(dx2

+dy2).

(c)* пространства Rn с римановой метрикой

ds2
=

dx2
1
+…+dx2

n

(1+ x2
1 +…+ x2

n
)2

.

(d)* произвольного риманова многообразия.
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2. (a)* Уравнение геодезической

x′′
k
+
∑
i, j

Γ
k
ij

x′
i
x′

j
= 0, где 2Γk

ij
=
∑

l

gkl([glj]xi
+ [gli]x j

− [gij]xl
).

(b) Через каждую точку в каждом направлении проходит ровно

одна геодезическая.

3. Найдите геодезические на верхней полуплоскости с римано-

вой метрикой

(a) ds2
= y(dx2

+dy2); (b) ds2
=−4

dwdw̄

(w− w̄)2 ;

(c) ds2
=

dx2
+dy2

x2+ y2 .

4*. Найдите все функции λ(x, y, z), для которых все кривые

{y = c1, z = c2}

являются геодезическими римановой метрики eλ(x, y,z)(dx2
+dy2

+dz2)

на R3.

5. Сформулируйте и докажите аналоги всех определений и тео-

рем из § ..

Касательное к M векторное поле v на кривой expP ◦γ : [0, 1]→
→ TP→M называется параллельным вдоль кривой expP ◦γ, если

его прообраз [exp′
P

(γ(t))]−1vexpP (γ(t)) при производной экспоненци-

ального отображения параллелен.

6. (a) Это определение совпадает с прежним для поверхностей

в Rm.

(b) Выпишите явно и решите уравнение параллельного переноса

вдоль горизонтальной евклидовой прямой для плоскости Лобачев-

ского.

(c) То же вдоль данной евклидовой окружности.

Определение параллельного переноса, секционной кривизны, тен-

зора Римана и ковариантной производной поля k-линейных форм на

(M , g) повторяет приведенное выше.

7*. (a) Для двумерного риманова многообразия τ=2σ, т. е. угол

поворота касательного вектора при параллельном переносе вдоль

замкнутой кривой (ориентированной согласованно с ориентацией

многообразия) и ограничивающей область A равен
1

2

Í

A

τdS.

(b) Сформулируйте и докажите аналоги всех определений и тео-

рем из § ..
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Ковариантной производной векторного поля v на M в точке

P ∈M по направлению вектора u∈ TP называется вектор ∇uv :=

:= ([exp′
P

(ut)]−1vexpP (ut))
′
t
|t=0, т. е. производная (в точке 0∈Rn по на-

правлению вектора u) прообраза векторного поля v при производ-

ной экспоненциального отображения.

8*. (a) Это определение совпадает с прежним для поверхностей

в Rm.

(b) Напишите определение ковариантной производной вектор-

ного поля на римановом многообразии.

(c) Матрица ковариантной производной векторного поля v в точ-

ке P в системе координат экспоненциального отображения есть�
∂v i

∂x j

�
.

(d) Найдите эту матрицу (с указанием базиса) для плоскости Ло-

бачевского.

(e) Найдите эту матрицу в произвольных координатах.

(f) Докажите эквивалентность приведенного определения опреде-

лению ковариантного дифференцирования векторов из [Gr, .].

(g) Разности Γk
ij
− Γ̃k

ij
символов Кристоффеля двух римановых

метрик gij и g̃ij на одном и том же M образуют тензор типа (1, 2).

(h) Любой тензор типа (1, 2) может быть представлен таким об-

разом.

9*. Сформулируйте и докажите аналоги всех определений и тео-

рем из § .

10*. Пусть M –– поверхность в Rm.

Кривые γ1, γ2 : [−1, 1]→M с условием γ1(0)=γ2(0)= P называ-

ются эквивалентными в точке P ∈M , если для любого ǫ > 0 суще-

ствует такое δ> 0, что при |t|<δ точки γ1(t) и γ2(t) можно соеди-

нить дугой (на поверхности) длины меньше ǫt. Касательным век-

тором к M в точке P ∈M называется класс эквивалентности таких

кривых. Через TP обозначим пространство всех касательных векто-

ров к M в точке P∈M .

(a) Существует взаимно однозначное соответствие между TP M

и Rn.

(b) Определите на этом пространстве операции сложения и ум-

ножения на число так, чтобы получилось векторное пространство

(над R).

(c) Постройте аналог понятия риманова многообразия для по-

верхности M в Rm.
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11*. Определения аффинной связности и заданного ей ковари-

антного дифференцирования см., например, в [Ra, MF].

(a) На плоскости с координатами u, v найдите аффинную связ-

ность, относительно которой векторные поля ξ= (eu, 1) и η= (0, ev)

ковариантно постоянны (т. е. их ковариантная производная равна

нулю).

(b) Найдите (тензор кручения) Γk
ij
−Γk

ji
для этой связности.

(c) Существует ли риманова метрика, порождающая эту аффин-

ную связность?

Указания и решения к некоторым задачам

6.2.2. (a) Доказывается при помощи вариационного исчисления.

6.2.8. (e) Ответ:
�

∂v i

∂x j +
∑
k

Γ
i
kj

vk
�

.

6.2.10. (b) Докажите, что для любых двух таких кривых γ1 и γ2

существует (единственная с точностью до эквивалентности) такая

кривая γ, что ∇γ f =∇γ1
f +∇γ2

f для любой функции f . Класс экви-

валентности кривой γ называется суммой классов эквивалентности

кривых γ1 и γ2.



Научно-популярное издание

Аркадий Борисович Скопенков

îñíîâû äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè â èíòåðåñíûõ çàäà÷àõ

Подписано в печать .. г. Формат 60×90 /. Бумага офсетная.

Печать офсетная. Печ. л. . Тираж  экз. Заказ № .

Издательство Московского центра

непрерывного математического образования.

, Москва, Большой Власьевский пер., д. . Тел. () ––.

Отпечатано в ППП «Типография „Наука“».

, Москва, Шубинский пер., .

Книги издательства МЦНМО можно приобрести в магазине «Математическая книга»,

Москва, Большой Власьевский пер., д. . Тел. () ––.

E-mail: biblio@mccme.ru


