
Предисловие

Основное открытие Ньютона, то, которое он счел нужным засек-

ретить и опубликовал лишь в виде анаграммы, состоит в следую-

щем: «Data aequatione quotcunque fluentes quantitae involvente fluxiones

invenire et vice versa». В переводе на современный математический

язык это означает: «Полезно решать дифференциальные уравнения».

В настоящее время теория дифференциальных уравнений пред-

ставляет собой трудно обозримый конгломерат большого количе-

ства разнообразных идей и методов, в высшей степени полезный

для всевозможных приложений и постоянно стимулирующий тео-

ретические исследования во всех отделах математики.

Большая часть путей, связывающих абстрактные математичес-

кие теории с естественно-научными приложениями, проходит че-

рез дифференциальные уравнения. Многие разделы теории диффе-

ренциальных уравнений настолько разрослись, что стали самосто-

ятельными науками; проблемы теории дифференциальных уравне-

ний имели большое значение для возникновения таких наук, как

линейная алгебра, теория групп Ли, функциональный анализ, кван-

товая механика и т. д. Таким образом, дифференциальные уравне-

ния лежат в основе естественно-научного математического миро-

воззрения.

При отборе материала для настоящей книги автор старался из-

ложить основные идеи и методы, применяемые для изучения диф-

ференциальных уравнений. Особые усилия были приложены к тому,

чтобы основные идеи, как правило простые и наглядные, не загро-

мождались техническими деталями. С наибольшей подробностью

рассматриваются наиболее фундаментальные и простые вопросы,

в то время как изложение более специальных и трудных частей тео-

рии носит характер обзора.

Книга начинается с исследования некоторых специальных диф-

ференциальных уравнений, интегрируемых в квадратурах. При этом

основное внимание уделяется не формально-рецептурной стороне

элементарной теории интегрирования, а ее связям с общематема-

тическими идеями, методами и понятиями (разрешение особенно-
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стей, группы Ли, диаграммы Ньютона), с одной стороны, и есте-

ственно-научным приложениям –– с другой.

Теория уравнений с частными производными первого порядка

рассматривается при помощи естественной контактной структуры

в многообразии 1-струй функций. Попутно излагаются необходи-

мые элементы геометрии контактных структур, делающие всю тео-

рию независимой от других источников.

Значительную часть книги занимают методы, обычно называ-

емые качественными. Современное развитие основанной А. Пуан-

каре качественной теории дифференциальных уравнений привело

к пониманию того, что, подобно тому как явное интегрирование

дифференциальных уравнений, вообще говоря, невозможно, невоз-

можным оказывается и качественное исследование сколько-нибудь

общих дифференциальных уравнений с многомерным фазовым про-

странством. В книге обсуждается анализ дифференциальных урав-

нений с точки зрения структурной устойчивости, т. е. устойчивости

качественной картины по отношению к малым изменениям диффе-

ренциальных уравнений. Изложены основные результаты, получен-

ные после первых работ А. А. Андронова и Л. С. Понтрягина в этой

области: начала теории структурно устойчивых У-систем Аносова,

все траектории которых экспоненциально неустойчивы, и теорема

Смейла о неплотности множества структурно устойчивых систем.

Обсуждается также вопрос о значении этих математических откры-

тий для приложений (речь идет об описании устойчивых хаотиче-

ских режимов движения, вроде турбулентных).

К наиболее мощным и часто применяемым методам исследова-

ния дифференциальных уравнений относятся различные асимпто-

тические методы. В книге изложены основные идеи метода усредне-

ния, восходящего к работам основоположников небесной механики

и широко используемого во всех областях приложений, где нужно

отделить медленную эволюцию от быстрых осцилляций (Н. Н. Бого-

любов, Ю. А. Митропольский и др.).

Несмотря на обилие исследований по усреднению, в вопросе об

эволюции даже для простейших многочастотных систем далеко не

все ясно. В книге дается обзор работ о прохождении резонансов и о

захвате в резонанс, направленных к выяснению этого вопроса.

Основой метода усреднения является идея уничтожения возму-

щений посредством подходящего выбора системы координат. Эта

же идея лежит в основе теории нормальных форм Пуанкаре. Метод
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нормальных форм является основным методом локальной теории

дифференциальных уравнений, описывающей поведение фазовых

кривых в окрестности особой точки или замкнутой фазовой кри-

вой. В книге изложены основы метода нормальных форм Пуанкаре,

включая доказательство фундаментальной теоремы Зигеля о лине-

аризации голоморфного отображения.

Важные применения метод нормальных форм Пуанкаре находит

не только при исследовании отдельного дифференциального урав-

нения, но и в теории бифуркаций, когда предметом изучения явля-

ется семейство уравнений, зависящих от параметров.

Теория бифуркаций изучает изменения качественной картины

при изменении параметров, от которых зависит система. При об-

щих значениях параметров обычно приходится иметь дело с систе-

мами общего положения (все особые точки простые и т. д.). Однако

если система зависит от параметров, то при некоторых значениях

параметров неизбежно встречаются вырождения (например, слия-

ние двух особых точек векторного поля).

В однопараметрическом семействе общего положения встреча-

ются лишь простейшие вырождения (те, от которых нельзя изба-

виться малым шевелением семейства). Таким образом возникает

иерархия вырождений по коразмерностям соответствующих поверх-

ностей в функциональном пространстве всех изучаемых систем:

в однопараметрических семействах общего положения встречаются

лишь вырождения, соответствующие поверхностям коразмерности

один, и т. д.

В последние годы в теории бифуркаций наблюдается значитель-

ный прогресс, связанный с применением идей и методов общей тео-

рии особенностей дифференцируемых отображений X. Уитни.

Книга заканчивается главой о теории бифуркаций, в которой

применяются развитые в предыдущих главах методы и описаны ре-

зультаты, полученные в этой области, начиная с основополагающих

работ А. Пуанкаре и А. А. Андронова.

При изложении всех вопросов автор стремился избежать акси-

оматически-дедуктивного стиля, характерным признаком которого

являются немотивированные определения, скрывающие фундамен-

тальные идеи и методы; подобно притчам, их разъясняют лишь уче-

никам наедине.

Продолжающаяся, как утверждают, уже более  лет аксиомати-

зация и алгебраизация математики привела к неудобочитаемости
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столь большого числа математических текстов, что стала реально-

стью всегда угрожающая математике угроза полной утраты контак-

та с физикой и естественными науками. Автор старался вести изло-

жение таким образом, чтобы книгой могли пользоваться не только

математики, но все потребители теории дифференциальных урав-

нений.

У читателя настоящей книги предполагается лишь очень неболь-

шие общематематические представления в объеме примерно пер-

вых двух курсов университетской программы; достаточно (но не

необходимо), например, знакомство с учебником В. И. Арнольда

«Обыкновенные дифференциальные уравнения» (М., *).

Изложение построено таким образом, чтобы читатель мог про-

пускать места, оказавшиеся для него трудными, без большого ущер-

ба для понимания дальнейшего: были приняты меры к тому, чтобы

по возможности избегать ссылок из главы в главу и даже из пара-

графа в параграф.

Содержание настоящей книги составил материал ряда обяза-

тельных и специальных курсов, читавшихся автором на механико-

математическом факультете МГУ в –– годах для студентов-

математиков II––III курсов, для слушателей факультета повышения

квалификации и на экспериментальном потоке математиков есте-

ственно-научного профиля.
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ный Ю. С. Ильяшенко конспект специального курса, а также кон-
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Июнь  г. В. И. Арнольд

* При изложении нескольких отдельных вопросов используются или упоминаются

также самые первоначальные сведения о дифференциальных формах, группах Ли

и функциях комплексного переменного. Для понимания большей части книги зна-

комство с этими сведениями не обязательно.


