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Предисловие

Настоящее пособие представляет собой сборник задач по матема-
тике, предназначенный прежде всего для учеников старших классов,
интересующихся точными науками. Он также будет полезен препода-
вателям математики и студентам, изучающим математику в высших
учебных заведениях. Значительная часть материала может быть ис-
пользована для подготовки к письменным и устным вступительным
экзаменам в ВУЗы.

Основу сборника составляют задачи к курсу алгебры, который в
1995—2000 годах читался О. А. Чалых, Н. Б. Алфутовой и А. В. Усти-
новым в школе-интернате им. А. Н. Колмогорова при МГУ. В прило-
жении A приведена программа этого курса. Для того, чтобы сделать
содержание книги более широким и целостным, авторы включили в нее
дополнительный материал, собрав и упорядочив задачи из других ис-
точников.

Математические курсы, читаемые в школе-интернате им. А. Н. Кол-
могорова, традиционно содержат разделы, которые можно назвать
смежными. Они находятся на стыке алгебры с комбинаторикой, геомет-
рией, теорией чисел и математическим анализом. Поэтому некоторые
задачи из книги имеют к алгебре лишь косвенное отношение. Эти за-
дачи призваны подчеркнуть связь различных разделов математики и
проиллюстрировать многообразие методов.

В каждой главе кратко излагается теоретический материал, необ-
ходимый для понимания задач. В конце задачи иногда даются ссылки
на задачи или литературу, которые непосредственно связаны с данным
материалом. Близкий по духу теоретический материал можно найти
в книгах [15] и [23], которые также написаны по материалам курсов,
читавшихся в школе им. А. Н. Колмогорова.

При подготовке пособия использовались различные учебники и мо-
нографии, сборники олимпиадных и конкурсных задач, существенная
часть упражнений была почерпнута из многочисленных публикаций
журнала «Квант». В результате работы над книгой был создан своеоб-
разный путеводитель, помещенный в приложение B. В нем по каждой
из тем задачника даны ссылки на соответствующие публикации. К со-
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жалению, в настоящий момент не представляется возможным указать
авторов всех задач, вошедших в книгу, и перечислить все оригинальные
источники. Часть материала встречается сразу в нескольких сборни-
ках. Со многими задачами авторы познакомились еще за время своего
обучения в школе-интернате. Некоторые упражнения рождались в раз-
говорах с коллегами по кафедре математики.

В книге также встречаются более сложные задачи, не соответству-
ющие школьному уровню. Они составлены по материалам спецкур-
сов и спецсеминаров, которые второй из авторов вел на механико-
математическом факультете МГУ им. М. В. Ломоносова.

Авторы приносят глубокую благодарность педагогам и математи-
кам, работавшим в разное время в ФМШ № 18 при МГУ (позднее в
школе им. А. Н. Колмогорова), опыт которых отражен в этой книге. Ав-
торы благодарят В. В. Вавилова, А. А. Егорова, которые взяли на себя
труд прочесть предварительные варианты первого издания книги, за их
многочисленные добавления, исправления и полезные советы. Особая
благодарность И. Д. Кану, который участвовал в подготовке как перво-
го, так и второго издания книги. Отдельное спасибо О. А. Соловьеву за
неизменную TEX-ническую поддержку.

Авторы будут благодарны читателям за отзывы, критические заме-
чания, предложения и новые задачи.

Н.Б.Алфутова

iam.khv.ru

А.В.Устинов

ustinov@mech.math.msu.su
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— — — 7 83
— — — 11 82
— — — 17 84
— — — 19 83
— — Паскаля 85
— — эстафетный 84
Принцип крайнего 220
Принцип Дирихле 17–19, 70, 76,

239, 249
Производящая функция 198–204
— — многочленов Люка 201
— — — Фибоначчи 201
— — — Чебышёва 201

— — чисел Каталана 203
— — — Люка 200
— — — Фибоначчи 200, 298
Прямая корневая 108, 157
— Симпсона 148
— Эйлера 147

Радикальная ось 147
Радикальный центр 147
Разбиение прямоугольника 53
— числа 201–203
Размещения 20
Результант 106
Репьюнит 7, 95–96
Ряд Лейбница 141, 142
— обратных квадратов 134
— формальный степенной 198–204
Ряд Фурье, конечный 136

Свойства подходящих дробей 54
— сравнений 70
— чисел Фибоначчи 45
Свойство шестиугольника 25
Система вычетов полная 70–71, 87
— — приведенная 79, 87
— сравнений 86–87
— счисления биномиальная 25
— — в остатках 86
— — двоичная 43, 95, 98–105,

252–255, 299, 309
— — десятичная 95–98
— — позиционная 8
— — троичная 98–105
— — факториальная 10
— — фибоначчиева 47, 51, 86, 208
— уравнений, линейных 171–174
Сочетания 21
Спектр числа 50, 229
Сравнения 70–89
— с одним неизвестным 74
Среднее

арифметико-геометрическое
278

— арифметико-гармоническое 166
— арифметико-геометрическое

166
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Среднее арифметическое 11, 181,
184

— гармоническое 181
— геометрико-гармоническое 167
— геометрическое 11, 182, 184
— квадратическое 182
— степенное 181–182
Степень точки относительно

окружности 147
Схема Горнера 114, 259
Счастливые билеты 199, 297

Теорема Безу 110, 257, 259
— Валена 58
— Вейерштрасса 161, 278
— Виета 118–121, 265
— — для квадратного уравнения

106, 255
— Вильсона 74
— Вильсона, обратная 74
— Галуа 59
— Гаусса—Люка 133
— Дирихле 19
— Евклида 32
— китайская об остатках для

многочленов 111
— — — для чисел 86–89, 247
— Клемента 74
— косинусов 152, 269
— — для трехгранного угла 153
— Лагранжа 57
— — о конечном приращении 278
— Ламе 49
— Лежандра 57
— Лейбница 74
— Лиувилля 190
— Люка 46
— о рациональных корнях

многочлена 116, 129, 263
— о симметрических многочленах

118
— о трех центрах подобия 135
— основная алгебры 130
— — арифметики 40
— полиномиальная 23, 76
— Птолемея 269

— синусов 152
— — для трехгранного угла 153
— Ферма (малая) 76–81, 243–246
— Холла о свадьбах 15
— Шарковского 167
— Штёрмера 142
— Эйлера 14, 76–81, 246, 249
— — о четных совершенных

числах 42
Термит 65
Тождество Гаусса 80
— Кассини 45–46, 228
— Фибоначчи 126
Треугольник Лейбница,

гармонический 27, 216
— Люка 26
— Паскаля 24, 27, 47–50, 217, 308
— Паскаля, (1, 2) 26, 308
Тригонометрическая форма

комплексного числа 124
Тригонометрические замены

159–161
— тождества 314–316

Уравнение биквадратное 126
— кубическое 155–159
— — неприводимый случай 158
— Пелля 193, 311, 312
— характеристическое 190–196

Фазовая плоскость для
квадратного уравнения 108

— — для кубического уравнения
157–158

Факториал 9, 311
Ферма формула 170
Фигуры Лиссажу 129
Формула n-го члена линейной

рекуррентной
последовательности 191

— Бине 47, 194, 200, 228
— включений и исключений

28–30, 79, 218–219
— Герона 153, 269
— — итерационная 162
— Джонсона 39



i

i

“book” — 2009/8/13 — 12:15 — page 333 — -333
i

i

i

i

i

i

Литература 333

Формула для чисел Каталана 31,
203, 300

— Кардано 156, 158, 273–275, 295
— Лежандра 43, 225–226, 239
— Лейбница 187
— Муавра 127, 131, 262, 264
— Ньюкома 231
— Ньютона, интерполяционная

188
— Рамануджана 153
— сложного радикала 93
— сокращенного умножения 114
— Тейлора для многочлена 114
— Ферма 170
— Эйлера 131
Функция δq(a) 131
— ν(n) 99, 252, 299
— σ(n) 41–43, 225
— τ (n) 41, 80
— вполне мультипликативная 42
— выпуклая вверх (вниз) 180
— гармоническая 190
— многозначная 264
— мультипликативная 40–44
— показательная от комплексного

аргумента 131
— производящая 198–205
— — многочленов Люка 201
— — — Фибоначчи 201
— — — Чебышёва 201
— — чисел Каталана 203
— — — Люка 200
— — — Фибоначчи 200, 298
— Эйлера ϕ(n) 78–81, 87, 243–244,

249

Ханойская башня 12, 101, 252

Цикл Де Брёйна 104
Цифровой корень числа 82–83

Числа автоморфы 88
— гармонические 75
— гексы 15, 288
— Грегори 141
— дружественные 42

— Евклида, en 33, 72
— из электрической розетки 57
— иррациональные 90–95
— Кармайкла 81, 313
— Каталана, Cn 30–31, 64, 203,

311
— квадратно-треугольные 192
— квадратные 192, 290
— комплексно сопряженные 124
— комплексные 124–136
— Люка, Ln 48–49, 54, 169, 200,

228, 279, 308, 312
— Мерсенна 34, 42, 225, 312
— многоугольные 14
— несоизмеримые 90
— октаэдральные 288
— простые 32–34, 72, 316
— — близнецы 33, 74
— — длинные 97, 310, 312
— пятиугольные 288
— рациональные 90–95
— совершенные 42, 75, 83, 225
— составные 32–33
— тетраэдральные 15, 288
— треугольные 14, 192, 290
— Трибоначчи 197, 200, 295, 298,

311
— Ферма, fn 34, 37, 313
— Фибоначчи, Fn 45–50, 54, 59,

78, 151, 168, 200, 227–230, 279,
308, 311

— Фробениуса 39
— целые гауссовы 138–142
— Штёрмера 142

Число 2 cos
2π
7

59, 92, 128, 143,

153, 234, 248, 275, 279, 309

— 2 cos
2π
9

59, 92, 143, 153, 235,

248, 275, 279, 309

— 1
7

96

— π 7
— π 134, 141, 169–170, 309
—

√
2 51, 57, 58, 95, 143, 161, 165,
191, 232, 291, 309, 311, 312

—
√

3 57, 164, 192, 193, 309, 313



i

i

“book” — 2009/8/13 — 12:15 — page 334 — -334
i

i

i

i

i

i

334 Литература

Числа
√

5 195, 309
— 3

√
2 309

— bϕ 47, 228, 294
— e 7, 94, 95, 170, 178, 249, 280,

309
— i 7, 124
— Фейнмана 91
— Фибоначчи 294

— Фидия, ϕ 7
— Фидия, ϕ 47, 51, 200, 228, 269,

294, 302, 309

Шахматный город 22

Экспонента 187, 200
— комлексного аргумента 131
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